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Г 1 А В А .IV. 

О деформациях плоских стержневых систем с идеальными 

шарнирами. 

§ 38. Общие замечания. 

Во всех преды;tущих задя.чах мы занимались определением 

усв.лuй, возпи&ающих в стержнях ферм под действием: 3аданиых 

паrрузок. При этом :мы рассматривали фермы ха'& абсо.1ютво 
жесткие, геоиетричес&и IJеиз:менлемыс системы. В действит~лыюсти 

стержни ферм: несtюJько измеnяют свою л.зпшу и эти пзмr.ненил 
сопровождаютсл соответствующими nере:ыещепиями узлов 1j1ep11ьr. 

Хотя эти .перемещения при тех напрлжевs.ях, :&ахие допуска.ются 
на прак:rвке в строительных материалах, получаютсл обыкловеnно 

весьма мальrмп, по их вычислевиr. в некоторых случаях пре,'(ста

вилст практвчес&ий интерес. Напрвм:ер, важное зпачсппс имеет 
вопрос о прогибах мостовых ферм под действием: подnилшой на
грузки. Во~ъmое звачспие пре)!.сrавдяет вопрос о перемещенилх в 
связи с расчетом статически неопредеJшмых с :кrсм. Совершенно 
также как и длн статичес~.и всопредедяъ1ых t•луч:tев расчета 

сп.лоmвых балок, прп расчЕ>те систем с .1иtuню1 11 стержв.~вrи п.1и 

ли~аними опорными sакрсu.1епи.ами nриходптсл Ii. ур-ию1 статнr.1: 

присо<'диnнть дополuптедъnые ур-ИJ1, состав.11сппые на освованпи 

рассмотрсни.11 деформаций системы. 

Когда опреде.1ены усилия S во всех стержнях системы и най
дены на основании аакона Гука 

Ы=4)· . (а} 

уд.1ивенnя ~l всех стержней, то опреде.~ение перемещений у'r:; .:ю ·~ 
фермы пре;~.став.11.ает чисто геометричесзую задачу. В ·~ дучаt> ста
тически опреде.шиой системы с п узлами задача эта, хаг. .1еrко 

показать, может бын пр11ведева к решению системы 2п ур~ий 

1 
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JIВНеЙВЫХ ОТRОСИТеJЬКО 2n М&ЛЬIХ веJJИЧПR OXi, oyi, •uре,ЦСТ&В.JЯЮ
ЩИХ ис1юuые п.р11р.ащев.иа коорди-нат рловых точек расс~'8.три

ваеиой фермы. В са11011 ,дeJte, пусть lik -длина стержня, с<>едв· 

ввющего yЗJJ ы i и k, тогда 

z2ik =(хг-. хk)2 + (yi ·-yk )2. 

Дифференцированием мы :устававяеваем такую зависяиостъ ,исжд.у 
приращением ДАИНЫ стержпа, которое ио.жет быть вай,wно na 
основании формулы (а), и взкевевип.ми 1t0uрдинат соответе:rвую
щях УЗАОВЫХ точек 

lik uik = (х; - xk) 0ж. - (xi -- xk) oxk + 
+(yi-Yk) ayi-(Yi-Yk) 0Yk. 

Подобных уравпепиlt :ыы можем написать стодыtо, скольiю и:меете1 
етсржней (счита.ч и опорные стерw.щj), т. е . 2n ур- нй , г.оторые 
будут заключать 21i неизвестных приращений Jюорд111ш1· уs.1овых 

точек. Общий способ определения перемещен ий узлон фер:uБr сво
дится таким образом к решению r.ист~мы .:Jn линейНЬ!Х ур-ий с 

2n пеизвествыми. Способ этот, хотл .и не нредст:~.вллет принци
пваJiьоых затру дпеnий) но в приложенилх. являетсн :~осьма rро

моз,s;&им и пn. практике им не nо..:~ь з уются. Пра1tтик.~ :л.~ра6ота.ла 

ряд других nриеАюв, которые быстрее El','\J'T к цели. l~ изложению 

эп1х nplfeAIOB :мы тР.перь перейде:ъr. 

§ 39. Способ МаJ<{;веля . 

В 1864 году в вебо.11ьшой no 06·.~.ему работе Rл~рк Максве.7ь 
опуб.ппювал *) способ опре,!.елепия перемещений рлов фермы и 
общиий прием длн расчета статичесю1 неопределимых стержневых 
систем. Геометрвчесrtую за.дачу об опрер;еленая пере:.~ещеnий уз.~rов 

фер11~ по иs:менению1 .11:.аин стержней: Махсвель решае·r па осно· 
вании самых эдемевтарвых ~)азсуж.цевий. В первую очередь ов 

рассматрива<.>т такую простую з1цачу: найти .уве:шчение расстоявиз 

между ув.щuи В и С фермы, поJiучающееся вс.щ!tствяе удлияепил 

етержв11 А ва величину Ol. Д.~л решевип этого воароса ~Iрндоа.им 

*) Cu. Philosopl1ical Mago..:ine, 1864 r. т. 27, стр. 294. ~On tJ1e ealculation 
of tl1e eqnilibrium and stiffness of frames~. Эта работа к r.ож:иепию осталась 
нспзвестноО. ,цл широк11х 1;pyruв 11вжеuеров 11 ua11eчcn11ыlt в ней сrюсоб рас'iета 

: воше.1 в uрахтоку зв11.ч:1пе.1ыю позд1нщ 1юс.1с p:iGo"J:. Мора, опу6Jпкованвых в 
18i4 r . , 
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-. В и С ~ве рu21ые и прямо протвво110.1ожВ'ые силы единица и 
опреде.1111 уеипе S', вызываемое · ЗТВJШ сиJ.1а11и в стержне А. 
У~и.u: те11ерь аержев• А в вместо веrо првJiожих две равные 
в ирлко противоп.о.tожпае еиJ1ы S'. Такии образом полу11а~м по
двиавую евстеку, вахо.\ащуюся в равновесии под действием сил S' 
и си.з: еuпцца, прн.1ожеввых в В и С. Прим:епвя .& этой системе 
си.~ вача.10 возкожиых пере•ещевий, по.Уучаем ур-ие 

+ 8' . ol + 1 . oL = о, 
·ОТ&у.!Щ 

oL=-8'. Ol. 

Подобным же образом может быть учтено в.жиявие удJrинени.я лю-
бого стержня па изменение расстояния .между В и С и по.шое 
увеличение расстопвия ВС, обусдомепвое деформацией всех стерж~ 
вей системы, представите.а так 

"L -- 'f;'Q/ ~z (1·) О - · "_ ~v • (J • • • • • • • • и 

·выражение (Ь) :может быть подучено и: непосредс·rвеппо, если иы, 
применял начало :возиожпых перемещений, будем иметь в вид.у 

два состояния рассматриваемой системы: действительное, при ко

тором стержни получают удлинение ol л фиктивное, когда на си
стему действуют две равные п прямо противооо.тожные силы е;1и

вица, прилоmенныя в точltах ]j и С. Эти силы вместе с vсидилмп 
.8', возвикаюши:ми в систеие, предстаn.111ют систему сил. взаимно 
уравновеmивающихсн, а потому работа их на вёлко;о.1 воз:r.rожнои 

перемещении должна раввлться ар:ю. Выбиран в каqестве возмож

ных перемещений действвтеJ1ьные П~1)емсщсни.я первого состоянил, 

мы приходим сейчас же к ур-ию (Ь,1. 

Пользуясь обобщенным понятиЕ>м силы и соответствуюшего 
nеремещенил, мы легко можем применить способ Максве.1.я Jt онре

.дедеnию изменений вслкоrо рода недичин, определяющих форыу 

.заданной системы. Например, мы можем определJJть ивменеттnл 
расстояний между р:::.зличны.ми прямыми, приюц.1ежащиии систещ::, 

можем вычисдять измевепия углов между отде.J1ы1ы11п1 Gтержттюш 

системы и т. д. Положим, требуете-я найти изменение угла '? м~~ r.кду 
прямыми ·ik нi 1 k1 , подучающеес.Е при действии заданной СН(:те:.rы 
грузов (черт. 270, фиг. а). Кроме действительного состо1ш •ш си
стемы, которому соответствуют удлвпевия стержней ol, расе1н:-трим: 
.еще фиктивное состо.япие (фиг. Ь), 
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когда все за.~tавпые па.грузки . отброш1.шы 11 к ферме прило
жена си.11а, соответствующая искомому перемещению. Обобщен
ная сила в даtввом c.11yqae сост1шитсн из двух равпых и прямо 

противопо.щжвых пар сил, с момсnтамп равnыъ~и единице, при.11)

жеввых tак, ха:к это ука:{ано на фигуре (Ь) . Пусть 8 1 уси.шя в 
·стержнях . системы д.'lя этого фиsтивноrо еостояанп, Тоrда., при

нимав за возможные перемещения деАстuителыще перемещения~ 

соответствующие за.11;аввыы вагруз1tа11, и по.'lъзуясъ вача.1ю11 воз

можных перемещений, получим *) 

1 . ~'-? - 'f.s'~l =о. 

откуда сейчас же может быть найдено иско:ъrl)е измепевие уг.1а ~-.;;. 
Из приведеввы~ прпмероп лево, что в тех случаях, хогда тре

буется найти щво или небо.нmое ч11с.1п ра;J.шчных перемещеппй, 
применение способа Mattcne.111 яв.1яетсJ1 впо.1JПе уиестпым. Когда 

же требуется опредедитъ nере1исщешщ всех уз.tов системы и.ш 

большого количеt'тва их, способ Ма.ксвелп 1111.111ется громо~д&ю1, 
так 11.ак д,111 "аждого псремещеuип приходитсJ1 состав.1лть свою 

систему уси.1шй S'. В таких случаях nыroдuee всего воспоJiьзо
еатьс.я одаю~ из графических прнсмов д.1я опреде.1енил персме

щеппй узлов фермы. 

Задачи . 

137) Найти ~оризонтал,ьное 1~ере.чеще1щс среднеи ишрнщ а трех
шаJ>нирной арки ~ид де~вием заданной нrt&(1.11зmt (черт. :!71, фи~. а), 
если при эnioA1 полу•иются перемеще1тя плтивыэ: шарниров, определяеА1ые 
составАяющими ~1 У/1. ;2 Yj2 ~ крошJ тыо теш~ература отйеАьны;~; 
стержней систе,uы 11оtJЪ8шается на t ~радусоа. Кроме действитсльвого 
состояви.я системы будем рассматривать фпктиnаое, 11реястаnденное D<L 

фиrуре (Ь). ИЗ треуrо.tьuика сиN (фиг. с) сейчас же находим со:>твет
ствующие фиктивному состолвuю опорные реакции А и В и 11х соста
вляющие Н,, Н2, V1 и V2. После этого .11erxo находите.я усилня S1 н 
стержвлх системы. 

Обратимсл теперь к )tеltствительnому состоянию системы . Через S 
бул;еи обозначать усилия длл этого состонппп. Тогда ул;линеняе (;[ 
1>акого-J1ибо стержня под действяеv nо:и~икающего в нем усилия и по;~;. 
влиянвеы повыmев:ия температуры па t градусов опре)(елитсл так: 

Sl 
~l = E .F + atl, 

r.1te ас-и:оэффвциевт .1внеАвоrо расmирепил хатериа.1а стераuл. 

"') ltlввyc пере)i зваnо11 cyмiru по.1участся пото11у что орп у.1.1внеппu Ol 
усп;rпл 81, за11ев•ющпе раст11путыll сторжеаь, совершают отрпцате.tьпую работу. 
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. Ооре.1.е.1ив 'l'a&ИU ооразох действите.rьвые у,ц.Iивеuпл стеравеl, 
6у.1.ех их расс:uатриватъ как uо;нrожные перекещеииJf .uл систеwы 
усвАий фвктв11ного состовш111. Тоl'да ураввепие раввовеевн, приникав 
во uuииавне с11ещеви.я опор для действитыьного сос:тоявив, паnitшется 
так 

1 . а - Л1 е, - У1 Yj1 + Н2 2 + Г2 112 - ~S' . а/= о, 
-отаJда д..1.я ис&омогu гори~ювта.tьно1·0 nеремещеви.11 шарнира С 

а= 'f.S' (- ;;. +а.а)+ Н1 ~. + V1 111 -Н2 ~2- Y.:i 11~· 
138) Опрtдс.шть пере.11ещсние подвижной опоры В (черт. 272, 

фи~ .. а) '~од dействием заданноu на~рузки и при ус..tовии иэменени.11 
т~мперашуры отде.1ьны;с стержней систе"1ы на t ~радусов. Кроке ,1;ей
стввтвлы101•0 состо.янвн системы uридетrн рассмотреть фиктивsое со· 
сто.ввие. uредста11л:енвое ва фигуре (Ь). Опре.r;е.11ив уси.1ив S' ;i;.Iв: 
фиктивного состонпил и уд.шнения с·rержней 

~ ~ Sl 
ol=-вy+atl 

д.11я действптелыiого состuяния, находим искомое перемещение о из 
уравценвн 

1 . а = rs· . ol. 
139)· Найти, из.\1е1tение расстояния а между yз.io,1t 111 u 1~ря.11tой ik, 

.uзмеренно~о в зада?tном направлении тf (черт. 27.'1,.фui. а), . Задача 
заключается в поддежаще:v выборе типа обобщенной силы,-" соответ
ствующей искомому перемещению. Т:шал си.1а, nредстав.~нющая группу, 
состаьJiелную из трех с:!.л, изображена на фиг. (Ь). Работа этой группы 
~ил, при изменении расстОJшuн а na величину. 6, 6удет раввнться 
1 . ~. Ilрим:епнл начало во:шожuых перемещений к уси.ли.я:м S ' фиктив
но1·0 COCTOJfHИJf И nеремещеНИЯИ о/ И О деЙСТDИТе.4ЬНОГО lfОСТО.ЯНИН, 
uолучим: 

1 . '3 -- ~ S' . 't.l = о. 
от1:уда находится искомое перемещение о. 

14 U) Найти иовишение КАючево~о шарнира С треz.ш.арнирной 
ар1ш (черт. 274) 11О1) дейсттrсл1 заданной на~руа~ш и '~овы1пения тем
пературы отде,~ьных стержнсu с~tстемы. 

§ 39. Диаграмма Виллио для простейших систем. 

В случае простейших сисrем, составленных путем присоеди

пенин & основному треугольнику пос.1едовательuо всех узлов фермы, 
каждого двуы.н стержнями, вопрос u uере?.1ещ{:пилх .JJerкo решаете.я 
при помощи диа~раJ.шы переJ.tеще1lий, впервые построенной Wil
liot'oм. *). 

*) 'Vill!ot, PuЫications scientifiques iпdustril.'l!es 1877 r. 
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Рассхотрu пре,uаритеnяо тачв, пpoerel'myю, &aX&1Jf. УЗеж 
,А. пра•реп.1ея :к сиаеке при 1Юкощ<1 ,11;ву~ стержвеl АВ· в: АС 
(фиr~ а). ПоJiоавк, sаА&НЫ перекещениа· шарниров R 1 С, а т&&же 

·ввnиевв-а див ol1 и Ol2 стержней 1 в 2; Требуется. найти соот
. ветствующее пере:мещевие узла А. Дн этого пре.1щоо11ожик, что 
соедивевве стержней в шарнире А устранено. Пое.1е иоrо стер-
жень АВ перенесен nара.uеАьво самому себе в поJсжеяие А' В' 
таs, что ВВ' по ве.1ичвве и ва.прав.1евию прЕЦСТаВJ1нет ва,11;аввое 
пере11ещевие шарнира В. Точно т&JtЖе аераев АС перенесен в 
положение .А. 11 С' таs, что СС' nреАет&в·.1ает пере:vещевие . m&р
впра 0. В 8ТИХ НОВЫХ DOJIOJteBBJIX С'l'ерж.вю л_: :В ПРИА&ВО 3&да:я· 
вое умнвевве А' А'. равное Ы1 и стержню О' А" укорочение 
А" А' , равпое 0Z2• Пос.1е этого AJI.Я пмучевиа нового положе
ние шарнира А остаетса TOJIЬ&o . из точки В' сде.mть засечку 
ра,1щусо:м В' А', и ив точки О .!:_засечку ра,циусок С А.2'. В 
пересечевпи мы поJJучии ис&омое положение А1 шарнира А. Так 
как практически удJiиневиа ol1 и ol~, а также перем:ещевия уз.1ов 
фериы иuк по сравнению с· -'.1ива:ми стержвеD, то, с достаточной 
дзв праи.тиsв точностью засечки .11.уrв.мп кругов могут быть sа11е
вены перпенди1;ул.nрами А 1 ' А 1 и А12 А1 • Заметим: еще, ·что при 
построении выгодно ма.ше перемещения узлов в yxлиllfJнua стерж

ней ДJIJI лености чертежа откладывать в увеличевнои масштабе n 
все построения, относ.пщиеся R определеви·ю пере11ещепия ys:1a .А., 
выпо.шять на особок чертеже (фиг. Ь)~ В та.кои случае П'О.1учаетсл 
С.'lедующвй порядок построепия. От nрОИЗВОJIЬПОГО по;11.юса о от-
К.18ДЬ)В&сJ1 в выбраввои масштабе по величине и ваn~амевию· 
пзре.мещевил ОА' и ОА'' шарниров В и С. Из концов А' и А" 
проведенных отрезков откладываем уДJиневи.я ol1 Qz2• При этом 
нужно обращать внимание па направление, в JЮторож эти отрезки· 

до.1жвы быть отложеяы. Если стержень АВ удлиннетсв, то соот
ветствующий отрезок az. отк.за;~.ываетсл от 'l'OЧllП А' в ва.nравлевии

·от В к А. Точно такж9 сжатию стсржпя АО соотnетствуе"J' oт&11aut"" 
вапие отрезка ol~ от точки А'' в ваправJiевии от А & С. Возста-вив 
в концах отложенных отрезков перпендикрлры и пооуч.ив· точку пх 

пересечения А, наt!деи исхо~ое пере:мещепие (}А1 шари:ира А. 
Освоившись с этим построевием, ыы теперь без всяких.. за.- · 

труднений построим пере~1ещенин уз.11оn .11юбой пpocтeilmeit системы •. 
Бозь:ме.а1, например, систему, nре.цставJевuую па. чертеже 2 7 6. 

Пре.1варительnо вычисллем удлинение и укорочение 8,t а2 ••••. 

ncex стержней (сжатые стержни на чертеже уи.аэапы толсrLПtИ 

" 
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.1ипu:uя}. Точха а по re.ioвввlr апРеn~еввя остаеrе.с . аеоо,tввжвоl. 
ПреАпо..itожи:к еще, по стержень ае еохрав•ет свое ваuравлевие. 
Тоrда. переvещение точки е ваnравзево rорпаовтап.во н равпо 
у,ципев'Ию а~. Соответственно зтоху па фиrуре (Ь); r.1e поетроевы 
перехеще:в:и.я:, точка а' совоа,tает ~ по.11юсо1r О и T011KR ef получена 
OTR"taдыlt&lJПeU: Сп' ПО.ТIОс& 0 отрезка О! ПО ropR30BTaJJЬBOMY напра
ВJlеВИЮ впраю, так яа1' соответствующиii стержень 2-растяяут. 

Опреде.~вв таким обра.юu, перемещение у3лов а и е и зна.я 
при·ра.щеп11е· дляп 81 и· 84 , :irы сей:чае же ыожем па фRrype (Ь) 
ваi1тя TO'lKJ Ь ' , опреде.11я1Ощую перемещение шарнир& Ь. Д.1н втого 
ЯЗ е' проводиц отрезок О~ В. ваправ:11епия ОТ ~ " Ь И В3 а ' О'l'реЗОК 
01 11 няправ.1е-пин от Ь 1t а. Из 1ю1щщt. отложеяяых таким: обра
зоu отрезков noccтan.tлey перnен;щку.1яры 11 R перкече~:rии: их 
по.1учаем: то11ху. Ь'. Луч ОЬ' по велич.ине и направ.11~нию дас.т вам 

· пере.Аiещеяwе tочки Ъ. Ииел па фигуре (Ь) точ1tи Ь' и е: . мы •ем 
же способом мo'llteм построить точ1tу с'. Длл этого из точки е ' в 
пащщвдения от е к с откладываем отрезо& 05 , и из точки Ь', в 
папрамепии от r, к Ь -отрезок 03 • Восста.влня в т~онцах :ннх отрез
ков перпендикуляры, получаем точ1•у с' :дуч Ос' дает нам по величиsе 
п папраn:rению перемещение уз.'Jа с. Повторяя то же построение, . 
мы. получае~1 на· фигуре (h) точку d' и перемещение- Od' orropнoro 
шарнира d задf!,нпоii фермы. Еслп найденные перемещени:я уз.'юп 
в · р1еньшенноу масштабе нанести · на фигуре (а), то получю1 
па:uечепнос на чертеже пуп1tт11ро:~х ,цеформиро&анпое состо.нние 

фер:uы. Относительные перемещени11 узлов фермы, обусловленные 
яз:vепепшшя ;~;:шп стсрж.веn, наli;~.ены нами соnершепяо nрави11ьяо, 

по · так ка1t в осповапие построения было положено произвольное 

допущение, ЧТt) стержень 2 СОХраnлет С80С направление, ТО ИСК3-
mеППЫii в1ц фер:uы, nа·мечевный па фигуре (а) пунктироi1, ока
зuся поверпутым: во1•рrг точки а и шарнир d/. ~оторый ПI) yCJJ.o- · 
вилм: закреп.1свя11 доджеп совершать перемещепин. пара.1А~ьные 

11J1ос1шстп скольжепшr подвижпой опоры (в нашем с.11уч:ае rор113оя

тыьnие перемещения), Ока3а.1ся пере11ещеппьнr n пак;юнном на-
. прав.1е11ия lltl'. Чтобы поччить действптельt1ые · перемещениR 
узл:ов, вужпо ваvечеппую пунктиром: иt-аЖевную ферму повер
ВJТЬ вокруг шарнира а нn. та~.оА yro..t, чтобы точка d упада на 

· напраВ.1евве a(l. Тогда геометрическая : сумvа. . пз пере1~tещенпй, 
пре,цстав.11еввых фиrуроl (Ь), я вз . пере11ещений вращения даст . 
во; действительные перемещения узлов. у.tовАетворяющне уело• 
виав· вакреп.;~епил фермы. Д.1.я ясности соответствующие переые-
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щевии .вращения прежстаuеm~ оцщво ' ва фJ1rype · (с). Чтобы 
удоsлеmорить условилм: закреп.1еяив в.т. правой опоре фepкlil) 

11ужво точке tl дать вертикадьпое пере:кещевие вращевил d" О, 
1)аввос по nеJiнчине и противопо.1ожпое по вапрэ.влевию . вертв-

1,адьлой состаnJлющеfi переыещепин Od' , noJiyчeirвouo на фигуре (Ь). 
·н " 1" v ю1ет0н точБи а и 1 · , :мы для поJiучения перемещении враще· 

ШIН прочих уалов фермы должны будеи только па верти&аJiьвом 
отрса кс а" ll" построить фигуру а" Ь" с" с'' d" rеокетряче<,-ки 
подРбnую очертанию заданной фермы. В самом цеАе, ecJiи нужно 
пам по;~учить пере11rещен11е вращениJJ, соответствующее, паnример, 

JЗду с, то напранлеnие пеµемещовин првдетел па.метить, очевидно, 

11српеп ,'1. 1шуллрпо радиусу ас , соедипшощему рассм~риваемый. узел 

с цептрnы вращения а, а ве.п1чи·па перемещепюr с" а" будет 
птнторциопа.1ыНL :ному радиусу. Сдед.rтатедьво, треуrол1,вю> а" 
с(' rl " па фигуре (с) пплучитсл ;юдоGным трсуголъвику acll (фИI~. а) 
и 11овернутым относи·1·елы10 этого после,щеrо на 90fl. Такое а;е 
заю1ючепие ~южно получить и д .:rл прочих узл@_ фермы. Следова
тельно, построснuаn nщш фигура а" d" с·' е'' f/' действительно 
дас1• перемещсвин вращ~нил для ncex узлов заданной фермы. Длл 

удобства· rеоыетричее1\оrо сложенин ранее полученных перемеще" 
ний (фиг. Ь) с IН'JН:'мсщсnuлмп nращопия, мы перенесем фигуру (е) 
на фигуру (Ь), тоrд~t отрt-з1ш, соединяющие точки с одинаковыми 
()ув.вам:и, сразу будут даr~ать ве.11ичину перемещевил. НаправлениtJ 

nерем:ещениli идут 0·1· бу1ш с двумл значками & бу&в11.r11 с одним 

:шачком. Возьмем, например, узел (l. Псремсщевuе этого узла, µри 
у~,щвии сохранения ваправлепил стержня 2, представлIIетсн по 

ве.'!Ичине и направлению .11уче.м O'd' (фиг. Ь). Перемещение враще
ния по велиqине и щ~правлепию предстаr.л .нетсл отрезком d'' О. 
Дейсrвительное перемещение у:ма 11, лвлнющееся rеометричесsой 
суммой только что найденных перемещений, представится очевидно 
отрезком. 1z·: (l': Точно также найдем; что действите.1ьnые переме
щения узлов с, Ь и е представятся отрезками с" с', Ь" Ь ' и в" е'. 

Заметtш, -qто при nостроепии д-иаtраммы w;реме~цений, апа
-~огпчnой той, Rоторую 111ы ПОJIУЧИJIИ на фигуре (Ь), в случае ферАr 
больших пролетов, точки, изображающие пере.мещенил, по )lepe 
удаденил от nе1юдвижноrо опорпого Шарнира, будут пмуча.тьсл 

все дальше и дальше от 1ro.Jtюca О, чертеж получаетсл r.есьма рас·rл
нутым. Мы подучим менее растлвутую диаграмму, если вее иостроевие 
будем necrи, яачиnал с одпоrо из средних шарниров фермы. Возь
мем вапример,_ систему, прсдстав.11евную на чертеже 277 (фиr. а). 
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На.чяек пост~юевие с сре~иего шарвира а. Положим, · что 
этот шарнир остаетсл веподвпавыu u направ.1енnе стержnа аЬ 

венз»евпьа1. Тогда па дitaipa.чJre перемещений (фиг. Ь) точка а' 
совпадает с подюсо~ О ц точка Ь' распо.11щsитса в 1ювце вертn
кального отрезка а' Ь', . равноl'о удзиnепliю стерашл 1, Наые~rв в 
точ&в а' и Ь' мы 11е~ем теuерь да.'lьвейшес построеuие так же, 
ка& Эl'О 61но 11ока3ано раньше. Имея Уд.швевиJJ ~з 11 ~~ мы 
с1:роим точку с'. По удJ1пnевию1 ~N и ~~· строн!.1 точку /'1• Далее 
вапосим точхи d', .r/ и, наконец, опорuые mарн.иры h' 11 е'. По
.лучи.в таким образом . перемещен и.я всех точе1• и ванесл эти пере
:мещешш в уиевьшенпо» :масштабе па фигуре (а), мы получим 

ва~1ечеввое на чертеже . пунктиром дес{ю1нн1рованпое еостоя пие 

фермы. Так как мы при построевnи исходизи ц:~ про1иnо11ьвоrо 
доuущени.я, принлли шарпир а неподвпжным 11 стержень аЬ пе 

поворачивающямс.я, то в резу.1ьтате вашего ПОС'fрОенпл ус.11011иJ1 

на опорах ферJ.tы о~азываюrси нс удовлетnоренпьаш. Шарниры 

Ji и е переместились в nо.11ожепие li' и е-. Чтобы получить дсй·· 
ствительвые перемещенил шарниров, Ii:aм путво теперь nамечеп

ную пув&тиро~ искаженную ферму переместить кз.1; неизменяемую 

еистему в такое поJiоженне, чтобы бы.11n уД.оn.н~творевы условия 

на опорах. Э1·оrо. :мы можем достиr11ут~. таnюr образоъr. (;начала 
перемещаем: ферму nоступательnо так, чтобы точ1ш 11 1 

couuaлa с 
точкой li (фиг. а). lloCJie i>тoro вращliем ферму отпЬсител ьnо h до 
тех пор, пока точка е' не упадет ва линию 11 с, соответствующую 
шшравлевию скмъженпл подвижного шарнира е. Псрсмсщснвл 
уз.:~ов, соответствующие указанным дч11r дБижеnилм, ,J,олжви быть 

rеометричес1ц1 сложены с перемещснилми , по.лу 11енными на дм

rрамме (Ь). Тогда D результате этого с.1ожевин мы по.'1 учим деИ
етвитедLвые пер~мещенил узлов фермы. Ч.тобы & · перемещениям, 
найденным · на фю·уре (Ь), пр11бавить поступате.Iьвое перемещение 

h' О, нужно roJiьxo полюс, от которого произвQдится о·rс•t ёт пере· 
иещеви.й перенести из точки О в точs;у li'. Лerso пока::н1ть, что 
такой перевос соответствует геометрическому с.1ожению uaiiдeв-

. h' · вых раньше перемещений с перемещением О. Возьмем, напри~ 
:м~р, узе.1 с. Найденное длл не1·0 перемещение по ведичине и 

1 . 
паправлению определяется .11у•1ем: Ос , ш1еющ1н1 nаправдевnя от 
·rочю! О к точке с'. R этому перемещению пуашо прибавить 
вектор 7t1 О. ГеометрическаiI сумма этих отрезков даст ваu вех· 
rop Ji ' С 1

1 И:МеЮЩИЙ наuрамедие ОТ ТОЧ&И Ji' К TO'Ilte е '. 
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Переяо-е по.тю€11. nз т.olffi:и О в li''t соотмtствуеt", ие;~;о-
вате.ппо с;zоженпю Iп1lдепноrо раньше пере3!ещевн.к О'с1· ~ по-
С'l!уцательпым пере11rещение~r ft' О. Подобное зак.1ючениtt справе· 
д,Jrиво и для друrи,;х ya:1on фер.мы. Выполнив поступательnое ttе

ре~ещение фермы, ыы: .11:олжнr.1 будем в точке li', с xoтoporr те· 
· и:еръ совпадает полюс, поместить и ТО"!Ку li'\ так Ri\R действи• 
1·fмы10е перемещение этой опорной то~l\'.и рruвв1> прю. Обра.тиыся 

теr..ерь & дру1·ому опорному шарниру, шарпир.у е. Iloc.1e посту

пате;n.пого перед11нже11и11; искажешюй фермы, переъrещепп~ этоrG 

шарitяра нредстанитсл .~у.чем li' е' и шr1еет на&.·ювmое направле
ние.. Так как по ус.1ооиям aa:r.perr.тe1mя перемещеRие правой 

опоры· должно быть горизоnтальныи, ·1ю пос.1е поступате.1ьпого пе

реноса фе1щы, ее придется повернуть вокруг li IJa такой ушл, 
чтобы упиqтожить nертшш:льпую состав.а)Jющую пере~r-еrцеппя lь' е '. 
Други:ю-1 е.юва:ми перемещени~ nращ~нпя: шарнира е доя.жво пред
ставиться по nел11чине п направлению отрезком еп li'. Для nолу
ченил перемещений вращен11л других узлов фермы остается то.1ыщ 
на· вертикальном отрезке r/' lt" построить фигуру rеоиетричесхп 
по.S;обну.ю очертанию заданной фер:uы. О1·резки~ еоедпвяющие па.
фигуре точки с одинаковым~~ буквами, дадут нам величины со~ 
ответствующих действительных пере~rещенпй. Нааравдевиs1 пере· 

мещений идут .от букв с дврш значками к· буквам с одни11r :зпач-

1юм. Например, пере.ъ~ещеяие уз:1а ri по ве.'rичияе и паправленпю 

опреде.штсл вектором d 11 ll'. На практике особое зпачевне име!()Т 
вертикальные перемещеяил (прогибы) уз.1ов пояса. фермы. Для 
данно1·0 случал проектирул пеу1емещени11, найденные на фигуре 
( d) и проводя замыкающую 71 0 е, :rегко получаем: прогибы уазов 
нижнего пояса фермы. 

lУiпогоуголъпиs li0 flo а0 r[() е называют J1111оиу1олышн0.11 npo
iuoou 1~,.ш лииией пzю1ибов. Заметим здесь, . что построе:цие дпаrрам.ыът 

перемещспнй легко може:r uыть выполнено памечеппым здrсь спо

собом и в тех случаях, когда перемr.щенил подвижной опоры не 

rоризонталънъr, а пропсходлт по за.данному накзонпому, папра

влепию •. 

Задачи. 

i41) Найт~с Jlеремещеннв узла А. (черт. 278), ее.и~ у:те.~ В совер
шает ~оризонта.~ьное тремещенt1е, равное 2 тт., а узе.~· С пеziе.vещагтся 
вертшrалыю 111111.1 нti 2 min. Д.шна брусков АВ u ВС остается ttptl
эmoм· неизменной .. 
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142) Ilocm~ диа~раммv.11~риищений и· на.-. .,..w по~ 
~· д.tя сш:те.vбl, ttредсfr.ав.сенний: • 'lертеже 27:!}'. UpeAllOilO&Jlll, чm 
1118рВВр а QCТaf),Т!'.lf' при дефо.рКtЩИП B8ПOJ;BПUf}jfK И :0Пр&В.18&И 
стераq М веиз11ешпак.. ToГAlf;. во•ыуась rотовuхв, з11ачева11и YAAll~ 
вевий· б1, о2" : •• •• (раствпутне ' С'N!ра11И оnrеч.евы п фи-рУРе а вна· 
мм +). по.1учае1r па Оиа~рамме перемещений (фиг; Ь) точ·а11 Ь'. с' и о/~ . 
Перекещени.я Оа! и Оа~ не y.1r.owri!твovaют уСJ1ови.11м за:ереп:.евин фер•Ы' 
ва опорах. Мы до11ж11ы· искаженпой: ферхе цть посжупа.таы1ое пере~ 
:ifещевие равное а' О (Шарнир а;--веnоАвйаев) и поrох поверя.уть фер»f 
око.10 точки а · тах, чтобы пероещевие. с' с' mapinlpa· с coвuai.uo с 
ваnраuевием: ско.11ыкеявв по)l.виапоQ' оnоры. Д.1я этого мы 11риви11ае•· 
точку" а' sa uо.1юс, . пpoRoJJ,1111 с" " с( riapa.ueJiьвo папраuеяиn оереме;,.. 
щеяиа опоры с и ва ПffilучеввоМ:' тавик· о'бразок. верти.кап;в()Х отрезке' 
а' с" строии фигуру а'' Ь'' с" , по.:r,обную~ очертавиn З&J(а·пиой'; с11~:те11ы. 
Из· пожученной та1шм образок диarpaмJllъt сейчас же могут · бать пай•· 
девы. вс& перекещенил по ве.1нчиве · и · направлению. 

· · 143) Пистроитъ диа~рамму , Jiepeмeщeнuii д.tя · систгмtс, rtf}eдcnta
IМвннoii на -чертеже 280. llpe.11:uo.11araJ1· 'l'оч&у а неnодuижвой и стер· · 
жеиь аа неповорачивающи11с.11, етроик . ва АИаrраиме· переvещевий; 
(фиг Ь) ТО'IВ.И d'; ь· ц с': По.1учаекое. · при зтох расположепие исrr.ааев- 
вой фермы (см. фиг .. а) u.е-удоuетмрвет ус.tовпю закреп1енин точки с. 
Всю сиL-те:му необходимо riоверпуть . око,110 шарнира а. так, чтобы пе- · 
ре11ещепие шарнира с соот11етсТ11011ало зманно.му у.хорочению 06 
стержпн (j, Д.11я зтоrо щ1,, фигуре (Ь) · Jt иай~евному перемеще-НUI) Ос' 
Jiyaвo · rео.метричесии првба11ить такое перемещение с'' O-J_ (/, с; .чтобы 
сумма этих перемещений . с" с' и:мма и напрамевии стер$па . се со
став.тающую равную о(;. Теперь остается' тО.~ько па отрезке . ()о(' по
стрuить фигуру с" Ь" а" d'' rеохетрпчес~tи подобную заз;аввоl . ферме и. 
хн будем иметь па чертеже вмпчипы- И ' паора11лепил перемещений 
всех уз.юв фермы. 

144) llocmpoumь диацю.'l~.иЫ 1~еремещечий д.~л уз.tов систем, пред
ставленных па чертеже 2&1; Ну:жев:ые усв.11ин и уси.11и.11 растяаен:ия 
от11ечеяы па чертежах; Иsмеяеяиа д,JIИЯ всех с'fержней uредt1ояаrа10тся: 
извееrвь111и. 

§ 40. Диаrр&ИI&' ВИl14ИО ДJJЯ С.IЮЖВЫХ фер•• . -

В С.!Jучае с.110Ж11ой' ферхы" образовавой из вспокоrательвых 
феркочек по такому ze закону, как простейшие феркы cocтa"
BJLllIOТCJI . из стержней, . построение диаграшш Ви.11лио может бытъ
вьшш111е.nо без вспких затруднений. Нужяu: то.11Ъко при построе

нппх в:иесто взкевепиlr ~ия стержней: пользоватьсл взиеиепивмп 

расстощrий · меж)l.у шарапрами, соедипнющимя вспокогательвые 

фер:мочки. Ход построения: поасвии на просю:и примере (че:рr. - 282, 
фиr..• а)" 3вакп уси.11вй. оrмече:пн. на чертеже. Изиевеявв: д.11ия 
всех' еtерашей предпояа.mютсв ипвестsыма •. Сва11ала стршш- диа-
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rpa11»y пере},\еще1шn )1..1л фnrypu aLccl, считал точку а яeпo
Dиarnoii 11 стержшь alJ пе иоворачи1н.1ющиъ1ся (фиг. Ь ). Пото:u 
ст1н11ш тш•ую же ;щаrр11ш1у (фпr. с) д.1а части dfc.q, счцтал пе
uодвuж11ы~ шарнир .'/ 11 неuоворачивающи11н:я стер;~;евь cg. Иs 
этоn вoIJuй ди:нращ~и юJ <~ейчас же мотс.м найти изменение рас-. 

столпи.в :»ежду шарпuращr d и f/. Длн этого нужно 1·олько отре
зок ff' ll:, 11pe;r,CTa1J.'Iil!OЩИЙ ОtВОСИ'!"~.'11ПОе перемещение ЭТИХ шар
НВрОВ, спроект11ронат~. ua направление линии . dg. По.1учепвыii 
тaitn:u oGpa:юu отрезо& ~:1,z даст нaJJ укорочение расстовни.н· :а~ежду 
шарJшра:11н d 11 .Q. Чтобы nапести на фнrурt' (Ь) точку g', опре
деляющую перемещение mapuпpa 9, nyжuo еще 011редели1·ь шше· 

11ение расстО$Jния .111ежду шарнnра~t1 а u 9. Длл этого, вообще 
~·оворл, треб.уется uocтpoenne .)1.11агра:ммu пере.\tещеnий ддл фер
ыоч1ш ahgk, no IJ .~анио~ с.ччас 1ш;~шо 11а6е;кать этого построевнл. 
Стержвп а/1, и lig расположеuы по одной прлмоi1, поэтому с6.JJ.и
жение точек а и g, 06услоu.11енвое поворачиванием Этих стержней 
на малые jг.:ш, предстанптен мa.11oii величиной nы'r.шего ·порядка 

который :можпо пренебре•н,. В ·.сан.ом случае щ;:uenenne ра.сстоJ1вин 

a.q опредеднтсs, каь: сумма известных уже шtы удливевий ст~ржней 

ah. 11 hg. Опреде.1Ив, та~шм обра;юм, измененнл расстолвий dg и 
a_q, мы можем построить теперь па фигуре (Ь) точку g' совер· 
wenпo также, Rак ес.'Jи бы ю1есто фермочек lle9{ и ahgk были 
нрl}стые стера:nи clg и щ;. Длл вахождевиа дсйствите.1ъных nере
ыещеnвй шарnира !} .п шарниров фермочки abcd, остаетсв то.1ько 
nриnнть условил на опорах. lllapвиp а - неподвижен, поэтому 

а" совпадает с полюсом О. Шарнир 9 неремещаетсн 1·оризон
тадь110. Ддл полученп.н соответствующей точки g" на фигуре (Ь), 
nужно через найденную точку g' провеетu rоризовта.льную ливню 

й 
,, 

до псресечеuия с всртиказью, ~дуще череs полюс, в точке [} . 
Теперь остается только на отрезке a'g" построить фигуру rеоме
трпчески подобную очертанию sар;анвой сложной фермы. Чтобы 
по.1учить перемещение уз.1ов ферыочки delf нужно па фигуре (с) 
uанести nайдевные уже действитеJiьвые переиещенин d"d' и g''g' 
шаршrров d н !J и по точsам: d" и g" построить фигуру d"e''g"f' 
полоuпую очертанию фермочки degf. Если построевив выполнены 
uра.1шJьЬо, то направление d"g'' ,1;0.11жно получиться перпендику
.мрным направ.11еви19 dg. Тааим образом Получаем вес данные JtЛJI 
определения перемещений. уз1ов с.11ожпой фермы. 

На осRованин сде.1авпоrо примера, можно наметить та~•ой 
порлдо.к ПJ)СТроевин диаграммы Ви.1.11ио длл сАожвых систем рас-
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с•атриваекоrо типа. СвачаJа выбираем: одву из фермочек и все 
оста.п.в1~1е феркочки · замен.яе:м: стераtна:м:и, распмагающимпс.я :uе;кжу 
шарuираки, соедип.вющикя фермочхи и :ыежJtу опорвыыи шарни

рами. По.1учеввая таRии образом система пs заменяющих (фпк
тиввых) стержней будет образована по ·rппу простейшей системыr 
Иs:м:евеввл длив фиктивных стержней подучае!.1 из частных ,в;ва
гракк, которые ,11;0.11Жны бmть nостр~евы Д.IIЯ каждой вспомога-

, те.11ьвой фер:мочsн. ПоJJьsулс~, диаграммой ДJIЛ выбравпой фер
мочки и вsмеиевилки ,ll;JIИП фuктиввых стержпеА, строим, по.11ьsу.11сь 
прежвяхя nрасил:nrи, переыещеввн всех шарниров, сое,11;иняюmих 

феркоч:хи, и всех опорпых . шарниров. Пользулсь условия•НI за
креп.1епия на опорах, мы пос.11е этого :1еrко находим: и деАстви

тельвые пере.кещевин указанных точеR. Чтобы подучить перемещения 

промежуточных шарниров вспомоrатеиьных фер:мочек, остаетм 

толъхо на построепвые раньше частные дваrраuыы отдел:ьпых 

фермочек павестя уже найденные деiiс'1·вптельвые перемещенпл 

соединительных шарниров. Этих точек бр:ет достаточно для по
дученил, путем построения rеометр1r1ес1ш по.-обБых фигур, пере

:ыещевий всех прочих узлов. 

Задачи. 

Н5) Построитъ ()uтрамму перемещений дл.я фермы ПолонсQ 
(черт. 283). Действующие на ферму наrру:нш JI измевенин длин стер
жней ука:щ пы па qертежэ (фю•. n ). Прсдnолаган узе.1 а пепо;tunжным: 
и стержеш" аЬ нс повораqпм.ющимся, ~:троим ди:нрамму пере:wещеnий 
для части фермы P./ta. Ддя по.ту•1е11и.11 пере:uещепий шарпиро11 i и q, 
припадле;кащих второй по.~опипе фершJ, етрою1 на фи1·уре (с) д1111-
rраш1у m'JH'3teщeпuй длп этой 1юдо111шы и и :; нее нnхщим uзмепепие 
д;шн ~ы. G/iq и o-tk. !!осле это1·0, по общим праRплаи, строим то•1к11 
i и 'lo ощ;еде. •111ющ11е перещ~щепип ~·а"1011 1 11 q. Чтобы по"1учить дей
стnитеш.111.J е 11еремеще11ин, у донлет1юряющиt>. условИJI)f :-1акрев.лениJ1 на 

опорах, мы сообщаем ферщ~ постуиательuое пере:uещение- е' О, ч·r-о 
равпосп.лыrо переносу полюса n тоq1•у е' (фи!'. Ь) ,• и, nосле этого, по· 
uopaqи :;aюi фt•рму 1.ю1~руг ТО'пtИ е с ~·акш1 р:~счетом, чтобы перемещение 
r/' q' рла rl по.11уqалос1. гори:юпта.1ишм Д.~н этого проводим: чере3 по
строенную уже точку 1/ гори:юнта;1ы1ую прямую до пересеченил с вер
тикалью, идущей череа е' , 11 точке q" . Т<>нерь, ддJ! nолучепии пере:uе
щеяий проqпх точек, r1•ровм па отрезке r:'r/ ' фигуру q''li"e', rсометрп
чес1tи подобную очертанию задо.uной фсрш,1. Дла получения nере:мещений 
промежуточных узлов правой по.11щш11н фермы. ыы переносим па фи

гуру (с) пайдевnые uсрtшеще111111 rz" r/ н h" h'. Ес.ш построение BЫDOJI· 
нено правю1ьно, тu q"li'' до 11жно пол} :шт r.с.н перпепа:ику.пяряо к qh" 
Построив из. q''Ji" фигуру q"li" i" rеnметрически rюдобвую правой по· 
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.11овивt1 -феряьr ikq, по.tучае• ';И.ереиещеви.я .1.u $Сех JЗJ[OB этвl пoJionu 
фермы. 6.аметвк, что в .utв•tx прииере, .ж.111 .,опре,1;е.1ения И3Мевева 
расстопd hi, iq и hq_ XO&llo бы.110 и ве строаrь диагра:мхu uерехг
iцеяий u,a второй uо.1оnвв .;фериы. В саиn /,ЦeJie, каж.цоо из этих 
расстоnВllй состав.1иетса из в.е.ско.tьких стераwей, расоо.1ожеввн:r. во 
одпой npnoй. В таком е.1уч$е, нужные иах ;~3яевения раесто.1{11114 
получатсв ва.& суммы изхевевеit,д.11ив еоответстау.JJщих стержвеJ. Опре
делив на. ое»овании этого nодщвепие точек i' и q' па диаграхие (Ь), 
иы можем :ВЬ той же диа~ра111uе 11аиетвтъ k', вш.и . 012 и 'Ohk и дaJiee 
n'-по ве.11и1цшам 08 и 01з'· p'-no ВЕ>Jiичива• ~,{ в о3' и, наконец, 
l' и т'- по ·~дичинам св', он'. ::~10 и 02, т. е., ,все построение вы
DОJIВ.Яетс.я Не""...а.nиси1ю от дш1.граwмы, представ.~umqой ва фиг. (с). 
Повторим, чт.о 'Такое упрощение ·е'1'1щовитс.я 1юз11ож.uыаr JIИШЪ вследс·rвие 
того, что .по валравлени.11м hq. h·i tt iq стержни расооJiагаются в одну 
прямую. В Щ><пВвном случае, ДJIJI QUредеJiепи.я нужвъ~:~r паи :иsменевий 
рассто.япий, неабходимо построенщэ д11аrрам:мы и Jr.U второй nоловапы 
фермы. 

1.46) Ilострrмть диа~_рамму перемещеnttй для тр~:шарнирной а2жи 
с затяжкой (черт, ,284). Cuaqaлa с.тр(1ии qастные дI!аrраииы I и П 
ця левой: и правой подонипы фермы. :.Щз диаграммы П ваходDи изм:е:
вевие рассстоян11х Ьс. Полуq3в это И3Jlенение и имея. величину Gac 

,приращения. .длинm стержн.я ас, t."l'po11м па диаrрам!'fе I тоqв:у с'. 
1'еперь надлежащим поворотом левой ~оловины фермы: .от,воситеJIЪно 
111арнира а найдем: деtiствительные пере•~щенин узлов 11еВQЙ половины 
~риы и опорного yi1Jia. с. Перенеся действптеJJьные nеремещепи-.я 
mа.рвироn Ь и с па д.вА.Грамму 11, nолуuм возмо;ююсть в:айт.и дейетв.и
те:rьпЪiе перемещения прочих ys.toв сяетем.ы. 

14 7) Построитt дrt.ш.~ра.ммы перемеще1Шй для счr:тем. ·предста
.вл.ет~ъ~х на чертеже 285. При построении диаграммы: переlll.ещений 
J(.IJI ~ясте:мы, представ,1евиой на фигуре (а), вл.чинаем с фермочки аЬс. 
Д&.1Ре, пользуась тем, что :uопеа вспомоrате.JIЬПJ.1.)r фер:мочек nрn.nолп
иейвы, мы, су:м:мирув удJJивеяив отдеJJьпых брусков, находим из:мевепил 
раеетонR11й bf, Ьс, cf, cg, gil в cd. После это1•0 J1a диаrраыме переме
щений можно по.1учитъ тоuв f, с' g' и d' и иадлсжащи~ поворотом 
.ферм:ы о~юло mаряира а найти деitствитмьпые перемещенил шарниров 
фермочки аЬс я: уз.1ов f, с, g, ,d. Перемещения 11ро:межу1·очпых шарни
ров ферм:очеit bcf и cgd КОГ}Т 6ыть найдены 6e;s uоr.1•рсения особых 
диаграмм, ее . .11и воеuоJiьзоватьел :эамеча.ниеъ1, сде.tаnнщ1 при построении 
диаграмм:ы: Jц:.я фермы По.11онсо. Намеченный цесъ uорлдоь: построения 
,циаграммы пере.иещеяий можво при1fенить •rак;&е и к ферме, пре,!l:ставАен
вой на фигуре {Ь ). ДJIJI lfОJiученин: nере:мещений лро:r.rежу'l·очных уэ.1оn 
вспомоrателыrых фермочеа в вто:м cJiyчae придется строить отдельные 
частные диагран1щ. 

148) Построить диа~раммь~ переме1ценнй для систем, предс1пшмен· 
ны.т на чертеже 286. .Каж.ца.я из этих ферм составлена из двух про
стейших систем, свsпщппых иежду собой шарниром Ь и стержнем се 
Сначала строим отд-ельпые ,циаrраикы 1 и П для левой и правоlt по· 
.Jiовипы ферм. И3 диаграммы 11 ваходии иsнепепил расето.явиl!: Ье, оо 



~ • Ъd. Поце :иощ, ;:81 ,,а:ка ...... ,1 •Ol'JТ Cflu1li пожу11еВ11 'l'OUJl re' в 
. ..d ... поеа BaA-Jeaщero DOIOpqт.a . 'l(ICТJI aei /IOEUO IDIPDP8 lJ ·OJ.Arr 
; 8Alдellli .(еlстВ11т•·•вые uеремщевва всs ·:1.11-101 J1евой поаавя 
. фермы, а та.-е Вl~JW!•poв е 11 а. ' !Теперь ж..u IJQ.qчeвu .a:elC'J'U'fМЪ-
uыx trepe•eщeиd уuов правul .а<ЦQвивы фер1Ц1, . остаетса то.п.sо 11е

•. ревеств ва A•~pa•Xf l.ll Ael~~e пepe•eDJttВB8 шарниров~ и ,fl. 

§ "41. Поотрое11ие ДИR;<J.])аМ• BИUJIO дпя СИС'I'е.111, . ве предстаU»
ших . одвоrо иеетноrо цenorci. 

Когда sа1.анв1U.1 е~тема соот&в.1епа из весв.Qльких жестu.х 
11аетей, ОТВОСИТ~ЬН&ll В6ЛОДВИЖВое:rь которых оr)есреч:ева AOПO.IJDl
Te.!LBЬIKB ОПОр!ЦiПIИ 8RR~ПJieBИJllllИ, 1IO ,11;.!Б оп~еJiениа переке

щеаий увлов вмив&ем с iIIОСтроенва .;tиаграv:ы перемещений ,1;;1а 

от,1;~.11ьвых жест&их: частей системы. ;lloCJie этого нужно найти 

деlltтвите..'lьные nepeмeщeщtlI сое.в;ини~львых и опорных шарни

ров из условий связи меЖ;!f,Т жесткими ·:9:&стами и из опорных sа

креп;ювий. Общий ход реще.нвл подоб.ю;1х задач: nо,nспвм па. про
стейmt1.х примерах. В мчесwе пpocтeitЦiero nри~1ера ,рассмотрии 

трехшарнирпую арч аЬс {черт. 287, фuг. а). Здесь .AJ!e жесткие 
части 1 я П в точках а .и с щарвирно -екреnJiены с фувдамен
•rом и 11 точке Ь св21щ1ны .пrараиром: иеж.11 co6ot1. Сы~чада до· 
строиu ч3стные ~аrращ.1ы .I n lI [фиг. (Ь) и (с)], считая точки 
а 11 с веuо;r.вижными и направJ:t>Бил стерашей a.d и се !fешшея
нliJ:МИ:. Та.ми обра:юи ,из диаграммы . I фиг. lJ находим: д.ш узла 
Ь пере~rеще.вие а' Ь'. Для ТО1'О ,ж..е уз.1а из. д.иа.гра})tм:ы П (фиг. с) 
пахо~им перемещение с' Ь'. Теперь ·каждую по.11ооmву трехmа.рв.вряой 
ар1tя нужпо так повернуть 0&0;10 '(ЮОтветствующего пеnодвюtшо1·0 
шарнира, ч rобы геометрическая сую~а из найденных уже перемеще

вн й 11 перемещений вращеяи.я по.1уча.1ась для шарнгр3 Ь одипаковой · 
независаыо от того раесма.три11аех .1111 мы этот шарнир привад.11е~ 

жащи11 ..!евой . Jми правой полови.пе фермы. Рассматривая левую 
подовиву фермы, заIUючаек, что при вращении ее око.10 шарнира 

(1.,, перемещение ·rочки Ь бу,11,ет иметь uаправJ1ение 1пп перпепди· 
а.улярное & аЬ С.1едователъно, па фигуре (Ь) точ1tа l/' до.11жна 
распо..;южиться па. линии тп. Цроэкцпл искомого перемещена.я 
//' ~, на паправдсние аЬ бу.s,ет иметь величину Ь'k (фиг. Ь). 
Точно также рассматривал праnую полозяну трехmарнирноП архи, 

за~tлючаек, что па фигуре (с) точка. Ь" АО.!ЖВ& распо.11агатъсл на 
Jiипии т, 1 ?i1 перпеяднкулярной к вапраuевию Ьс и проекция: 
иско~юго перем11,щения Ь" Ь' на ваправ.1ение . Ьс равно Ь' k.1. Имея 
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.цве проекции Ь' k и Ь' k1 пере11ещеивв Ь" Ь', хы зеr&о поччаем 
и путное вак пере:мещепие. Отклал.ывая ва фигуре (Ь) ве.nичипу 
Ь' k1 по.1учаем точку k2• ПерпеиАику.11яр, восста8.il~пвый в k2 к . 
.11инии Ь' k2 даст в пересечении с тп искомую точку Ь". Подоб
ным же образом находим точку Ь" и па фигуре (с). Найд11 точки 
ь/1 " " 1 11 приняв во внимание, что точки а и с совпадают с а и 

с,, 'ваходиъt перемещения всех прочих уююв фермы путем по-
ф 1 d"1"(" , '' l" " б строенип игур а о и с е ) g геоиетричсски подо пых 

левой в правой позюnвве трехшарннрноlt арRи. · 
К тому же резу.JJьтату мы моr.11и бы притrи, если бы вос

польsова.nись приемом, 11римевлвmвмсл -е:ыmе при раесмотрении 

сложных ферм. Из частных диаграмм (Ь) и (с) :\!Ы nутем про
эктпровани.я нах:оди~т изменения рассто.яний а Ь и Ьс. Они пред
ставятся отрез&ами Ь' k и Ь' k1. По этим измепсввш1 сейч.~с же 
кожет быть построено перем:ещепяе точки Ь. Д1ш этоrо придетсJI 
то.лько ва11ертвть иыеющийс.я па фигуре (Ь} четырехугольник. 
Ь' k2 h" k. 

В качестве бо.11ее сложпого примера рассмп·грим построевпе 
персыещевий для копсольuо балQчвой системы (черт. 288 ). Си
стема с-оставлена из трех rеометричесr;я RЕШ3меняемьtх ч:асте!i, 

соед1шеннЬ'lх :между собой шарнираыи с н cl. Д.1 .я части I, иыею
щей в а неподвижную и в Ь подвижную опору, действ11те,1ы1ыа 
перемещеnил всех уз:rов vогут быть получены без nся1tих затруд

пений. Паи .11;л.я дазrьпейшего понадобится перемещение шарнира 
с n :мы будем сч11Тать это перемещение . извес·rRыи и<s диаграммы 

1, не представленной па чертеже. Теперь строим частные диа-
1·раммы П и 1П для подвесной фермы cd и правой консо.иьной 
балки def. Чтобы· ое sатемпВ'l'Ь чертежа, мы дае:м: на фигуре (Ь} 
лишь положение точс& с' и d' частной диаграммы II и на фи
гуре (с)- no.JJoжenпJJ точех. d', е' ч f частной диагракы Пl. По
строив эти диаграммы, ucxo;i:я вs вепо,цвижпости какого-либо ysJJa. 
п из усJJовил сохранения направ.иевил какии-.JJибо стер.жнем, мы 
JJ;,1a получеяил действите.1ъв:ых перемещений .11.мжвы буде:\1 жест

ким: частлм П я IП сообщить такие JJ;ОПОJJнительвые перемеще

вв.я1 -чтобы оказались выпо.JJневвыми условия sакреп.JJенил на опо

рах и ус.J1овш1 СО<'.11.ИВеви.я н уз.11ах с и d. Для части П мы из 
диаграммы I Rнаем дЕ>йствителъвnе перемещение соцпнительвоrо 
шарнира. с. Эrо перекещевие в виде отрезка с" с , напосяы па 
nаграы:ме 11 (фиг. &). Ес.11в теперь за поJJюс: выбрать с", то 
уе.11овие в соел.нпителъвом шарнире с будет УАОВ.11етворево. Теперь 
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вужя() часть П поворачивать вокруг 1: до тех пор, пока для 

точки i:l · не по.1уq11.м таttого · же nеремещевил ll" · ll', как и д.1а 
уз.'lа tl в ферме llPf: При таком повора11ивавип точка (l бу,ает со
вершать перемещение перпевдикуллрное 1~ ваправJiеnию ol. На 

l" оспова1ши прер,ыдущего мы можем зак.11ючить~ что точка l до.1жпа 
11 1·1 d" .лежать на вертикальной :швии, идущей через 1; • оложение 

на этой динии, 11rожет 6ыт1, найдепо :шшь после расс:иотренил 

диarpaIOIJ.t IП {фиг. с). На этой JJ.ll&rpaм:иc у вас пока имеются 
.11иmь rоч1ш . 11, е ' и d'. Так ка& опорные уз.'lы с 11 f могут со· 
верmать лишь гори3овтальны.я перемещения, то, следовательно, 

ТОЧ'&П r И ,,'' nепреМСПВО ДО.IЖВЫ дежать на ГОрИSОВТ&ЛЬВЫХ .lИ
ВИНХ, проходлщих через {" и е'. Приввмая во nпим.ание, что 
точ1•и е" и /" получаются в результате поворота фиrуры Ill OKOJIO 

неподввлшо1·0 центра, :мы сейчас же можем навести и ту нрямую, 

на которой .1ежит в диаграмме 111 точка ll". Очевпдп() отпошеяие 
расстояний а п Ь между прла1ыми будет равно о.тноmевию соот
ветствующих расстонпиii а 1 я Ь 1 J11ежду уздами фериы, и мы бу,11;еи 
иметь 

Таким образом подучены три пара.1деJJьвые прлмые, идущие 

чере;; /'", "11 и rl 11
• · Так как перемешевие соединnте.1ьноrо map

uиpa rl доджпо получиться юt фигурах (j)) и (с) одинаковым, то 
l" д.1i1 получения точRи < ва фигуре (с ) .мы можем воспользоватьсл 

тем, что горизонта~JЬпая состав.1яющая пере:мещеяи.я (l 11 (l' наи 
уже известна из фш·уры ( 11 ). Эта составляющая, очевп;~,но, равна 
т, расстоянию от точки 1l1 до вертикали, идущей Чt:peR r! 1• От
.жожвв от точки Jl' 11а фигуре (с) горизонта.1ъныii отре:юк 1п и 
проведн через конец его вертикальную .1ивию, найдем в пересе

чении с ранее проведепвой rоризонта.11ьноn прямой иекомую точку 

d'', Принимал во nпимавие, что d. 11 е11 J_ de и е" /''' J_ ef, мы 
строим: теперь, при по:мощп ранее проведенных rориsоnталъньтх 

лвниii, фигуру 1l'1 е" Г' k'' rоо:иетрически по~обную ферме defk. 
Пu.ччнв та&им образом перемещения всех узлов части III, :мы 
переносим перекещение d11 ll 1 на фигуру (Ь) и на отрезке r" rl" 
строим фигуру с" i

11 ll 11
, nо;~,обную ci(l. Теперь у нас буАут все 

данвы.я д.'lл по.~ученвн действитедьных перемещепий всех уsдов 

части П. На освовавви построенных диаграмм: м:ы без всякого 
ватрудненил iюжeJl начертить Jiипню прогибов ,11,JJ.Я гор11зовтыь
иого пояса. lcdk вашей систеии. 

2 
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Задачи. 

149) Построить диа~рамму перемещений ·и .A.'NHt&IO ttp0t1J-би1J ·д.,ая си· 
стемы, ·представленной на чертеже (289). От то.1ъко что раtскотревяоrо 
е.1уча.а: за;tапная система отJ11чаетсл .1вшь ycтpolcno• опор. Mw: строи• 
снача;аа частные диаграммы дли частей 1, П и IJI. П.о условиак за
:~tреа.!lеяии, сейчас же ваходятсн перемещевия всех узJ1ов частей I и III. 
Та.квх образом uн.йдутсл л;ейстnи·rельные перемещевил точек с и d. 
Првнямв.я во впимаюf,е, что точка с нвJiаетея общеl .ц.r.:а частей 1 и 11 
и в точ:Ь:е d части II и· III имеют одинаковое вертвкuьвое .перемещение , 
11ьr, переноса ва частную диаграмму JI no.teoe перемещение точки с 
и вертщ•мьяое перемещение точк11 d, будем иметь .1.остаточно да.и
ных дJш . поАучевия дейr.тnИтельных перемещений всех прочих уsлов 
части Il. 

! 50) Построить диа~ра .~му пере.мещенuй и Аuнию про~и6ов д,sя 
консо..~ьно·балочной сш:те.-иы, прсдста~Аенной на черте:ж:с 290. Перехе
щеяи.в: для частей 1, П и III строатсл та .. к. ка& зто бы.10 объаснево ва 
чертеже< 288. Найд.п из диuгрn»»ы 111 перемещение шрввра k и при
нлв no вю.::цавие, что шарнир l соверш.ает rориаовта.1ьвые перекещевин, 
)t:Ьl Jierкo пахоJ;и:м: действите.1ьвые перемещеии.11. всех уз.хоп части IV'. 

151) Найти диа1рамму тре.tее.щений t i линию прошба верхне10 
1~ояса д~я консол.мю-арr,чной i'ticmcмьa, '~рсдстав11ениоi1 tш черте111Се 291. 
Диа~·рамма перемещен:uit д.1я средней части системы: построите.я так, 
Jtatt зтD бl:t."l:o поизаяо д.u трехmаряириой арки. Иа и1.10й дваrраммы 
мы :вайдех дейе•rвите.11ъвнt) перехещевия шарпsров d я е. По этим 
перекещекпя>f и по опорныи 3акреп-1еаив11 в уз.1ах !/ и lt .:,егко нахо
,11;11тся nеремещении у:uов л;Jя частей I и II. 

§ 4-2. Диаграмма Виппио в бопее спожны:х случаях . 

В пре.а:щущих примерах приiоАИJюсь строить диаграмму 110· 

ремещепий ДJ1Н простейших ферм:, опертых в двух точ:в:.ах, и.1пi 
.цлн систем, состаuеивых иs простейших фери. путем соединения 
их при похощи mа.рвиров н соедивитеньвых стержней. У слови.я 
за.креп.:;:енил . па опорах 1ю всех случuх быm ·rакоnы, qто :мы 

беа 3атрудпенвй :м:ог.1и по.1учать действnте.1ьвые перемещепин, 
JАОВJlетворлющие уСJiови.я:и па опорах. Обратим:ея теперь к фер
:кам:, 11е отвос.ищи•сн Jt твuу простейших и к более с.1южным 

усJ1овиа:и sa опорах. При решении подобных sацач выгодно поJiь
sонатьсн T&UJ( прие:мо11. Сяачuа выбрасываек ОАИВ ,из стержней 
фepм:lit пи 0,11,п из опорных стержней и геом:етрич~кую веиsке· 
вне111ость 1

) по.rуч&l)Щейся поо.1е этого системы обеспечиваем хо-

1
) 1lы ro110pu, кокепо, о rеокмр"•tскоl иев111ев•е11осп • пpeAUOJ.O· 

аеввв nиаме11ао~ 1.ж1& всех cnpaвel .еистекя. 
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по.mите.1ьвы11 опорвы11 закреп.веmsек, вапрвкер. sа1реn.1еввек, 

обеспечввающв11 опреже.1еввое вапраыевве перекещеввя какого 

.1вбо ya.ra. 3ахреП.1евие подбираем: так, чтобы. ввеА.& его можно 
быJiо без sатру.~t:вевий построить ,цваrрам:м:у перемещений. По.tу•в• 
такую д:иаrра11ку, м:ы вs вее .terкo вахожик изменение расстоавив 

между теки уs.1аки, .r.оторые бы.11и сое;~;иневы выброшеввьнt стерж
'1Iе11. Тах :как мы совершенно произвольно вяес.11и ;r;опо.tввте.tьиое 
3акреплелие, то иоиечно :::юлучеппое нами в& ,1.иаrрз.к11е 11зJ1евевие 

указанлого выше рассtоянпл ве бУJl;ет, вообще говоря, равпатьс.и 
известному из предварите.11Lлого расчета JАJJинеяию устраненного 

стержяа. Теперь хы до.1жни устранить вве){еивое при построении 
д1агра11иы закреш1евие в полученной та.хим образом: по){вижвой 

системе сообщить тa.lioe перем:ещ~вие, чтобы уд.шпение устранен

ного стержня в точности равп.11.~ось изменению рассто11ния меm:Ау 

еоответствующв:ки узла.11и. Тоца геокетрвчесхан суuма иа по.1у
ченных таких обра.зои пе1)еf.1ещеввй и из псре11ещепий, найден

ных по диаграх:11е, даст нам: пужные деlkrвительяые переиещенаJI 

уз.>юв системы. При nссдедl)вапии ш~ремещевий узлов пщвцвоl 

системы с большой выrодоlt можно по.1ьзоватьсл как изобраzаю

щвми точками-, таl• и способом, освоваввы111. на построении :м:rпо

венвых центров для отдельных жеr,т-.:их ч.астей системы. Поясяаы 
эти о6щия соображепил: нескоJiъв.1пш простыни nрю1ерами. По

ложим, требуетсл найти перем:ещевпа ySJ1oв геометрически ие

нзм:еняемой статически опредеJiи:иоА системы aЬcdef, состав.1евноl 
иа хевяти стержней (черт. 292). Уд.1Пне11ия всех стержней пред
полагаются пайдеnными путем nредварителъвоrо расчет& и аваки 

усилий отмечены на чертеже. Расс~rатриваемал система ве Щ>и

nад.Jiежит :к типу прост~йmих и диarpattUa перемещений пе мо

жет быть по.1учена прежними nриема.и:и. Д.11л решения nonpoca 
воспо.пзуемсл выска'1анны:ыи выше общими сообра.жевинми. Устра
ним стержент, .9, соединяющий узлы а н / и пеивхеяяеиость си

стемы обеспечим '1'<'Ы, •по заставим стер:i):tень аЬ сохраннть своt! 
перnоначальr~ое направление, что равяосилън/) вв2деяию абсолютно 

жесткого опорного стержня brn. Преобразовав тахи:u: образом за
данную нам еистему, мы деrко найдем пере.иещенив всех уздов. 

Точка а', Qче1:1идно , совпадет с по.11юсои О (фвr. Ь). Точки Ь' и d' 
найдутсл, если мы отложим а, и а2 по паuрав.1евиsи стержней 
1 и 2. Подьзуясь удливепИJJЫИ 03 и a.j, строим точку с'. Да.1ее 
строим точки ,_,• и Г . Теперъ, проехтируя па ваправJевие 
стержая af отрезок Of, ваR.1,ем: то иsыеневие расстопвил иежд:у 

2• 



шарввра:ки а и f, которое получаетеs,. ес.rв Аопустить, что стср
аеяь аЬ со:хравает свое ваправ.1евие. У стравии 8ТО ус.1овие JJ 
рассиотрви переиещевил поJiучающейе.я таки.и образом по.а:впжвоl 

системы. Исследование этих переиещевий произведем: при по.иощи 
изображающих точек. Шарнир Ь 11ожет совершать теперь переu:е
щепия, перпевдику.11ярные R в.аправлевпю аЬ. Соответствующая 
изображающая точка Ь0 будет лежать на аЬ. Отреsо& Ь0 возьмем 
произвольной длины. Проведением .'IИНИЙ Ь0 с0 / / t1e п 110 е0 // \}е 
подучаем. изображающия точки с0 и е0 • Изображающая точка (0 

по.1учится в пересечении .11ивий ef0 / ! ef и с0 t;} / / cf. НаправJiе
ние тп псрпендикуллрное к ffo определит ВО3Можвое перемеще
ние точки f рассматривае:аюй подвижной системы. Величину этого 
перемещенил f'O (фиг. 11) выберем такой, чтобы геометрическая 
су:мна перемещений f' О и Of давэJа на паправлевие af проекцию, 
равную изменению длины стержня af. 11 нашем случае это изме
нение есть сжатие о9 • Наша подвижпан система имеет одну сте· 
пень свободы, и пото»у, дав точке f' определенное перЕ>иеще
пие ("О, l\IЫ получим вполне оuреде.11енные перемещения и ДJJЛ 
прочих узлоn. Эти перемещения придется геометричеtitи сложить 
с переъ1ещепиями, по.11ученны:ми на диаграмме ранее. Возы1ем, 
например, точку е. :К перемещению Ое', имеющемуся па дна· 

б "О ~ грамме, придете.я при авить перемещение с точ1ш е подвижнои 

системы. 'Joч1"R е" наifдеrсл в пересечении пр11мой Ое", перлеп
дикулярпой ее0 (фиr. а) и прямой e"f", перпепдикудярной 
стержню ef 1 

). Таким же образом пайдутсл и прочие точки с 
дву.мл значками. 

. Отрев&и /" f', е" е' и т. д. дадут по 11едичипе 11 направлению 
исвомые перемещения . 

. В качестве второго прв:м:ера рассмотрш~ сJiучай простейшей 
фермы, иъ1еющей три опорвых точsи (черт. 293). Измеценил длин 
всех стержней предоо.Jщrаютсл· вычвс.11енными раньше. Знаки уси.11ий 
отмечены па чертеже. Мы сначала устраним стержень lie и по
строим диагракму перемещений (фиг. Ь) в предположении, что· 
стерж~яь af' сохраняет rвос ваправл:евие. Точки диаграммы по
.цучи:м в тахо:м: порядке а',. d', Ь', с' и наконец е'. Проэкци.11 пе
реиещеввв Ое' ва вапvаВJ1епие he полу•штс.я, вообще rоворл, ве 

1} Мы отх.1адывае• ае повернутые ci:opocтn, в:ак это .це;~а..:~ось при по
строевип изображающих iro1Jes, а .1.еllетаurе.1ьвые екорост11. Поэrо11r sартпиа. 
скоростей· e"f' бу;1.ет перпеи,J.нку.1J1рва s вапра.в.1еввю ef соответствующеr~ 
стераяя. 
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раввоll изм:свеви1» д1ввч устравеввоrо стерпя he~ Чтобы у,1ов.11е-
7ВОрвть мому JСАОвию в получить взкевевпе рассrоавва lie в 
-точности рав&ы• взхевепию ,1t.1ввы устравеввоrо сте!J*в.я, мы от· 

· ()ро~к JtOП().IBliteAьиoe sакреп.аение, которое у.-ераввuо вевзllев
вык ваправ.жевве стерав.я а{. TorA& по.tучик пожвиzву~ систе•у: 
фер:ка аЬсе буАет в:кеть вовмоzвоС7ь вращаться око.10 :кrвовепвоrо 
центра о. При зтох точка е бу.11;ет пере:кещатьс.а по првкой 11ш, 
перпеПАИКу.1лрпоl ое . . Ве.11ячиву этого перекещевв~ е"О (фвr. Ь) 
JHilбepeм такой, чтобы гео:uетрическая сумма нз перемещений е" {) 
о 1 " 1 и е ,u..1& паи отрезок е с , проэкцил которого пе ваправлевие 

етерzвя he 1)8.ВВ& ОН\• в ,1.аiiвои CJJyч&e вз11евевие ,11;.:'IHBLI а,о .яв
.uетси сжатием, -что в првв.ято во вви11авие. Проэ1щип .. пере11е
щеи.11я имеет направление от е к 1i. Навесв ва чертеже точку е", 
.1п;~ .1еrко :можем построить и прочие точхи с АВУМЯ звачкаыи. 

Задачи. 

152) Пос1111юить диа1рамму 1~еремещений для д1J;11хnро.~етной си· 
стемы, щ1едставАенной на. чертеже 294. Сна11uа устраним опору g 
и дл.я обеспечения пеподвижности сист~мы вne,Jteм: доiiо.1ви'l'еJ1ьвое 
закрепление, обеспечивающее неизменность ва1Jравлевил стержня аЬ. 
Д.1л получаемой таким образок системы, мы без затруднения строим 
J.Ва1·р11.мку перемещений. Псстроив частные ~1111.rраммы .ц.11а аестких 
частей I и II п1>остейmеrо типа, мы из них находим изкеневив: рас
стоявuй аЬ, ас, llg и (:g, которые обозва чям покера.ми 1, 2, : 8 и 9 и 
потом строим диа1·раuму, предста;~.аев&ую на фиrп>е (Ь). ПоJlучаемое 
при этоы uереиещение Og' узла g не удов.иетворяет условию ·ЭП!>рао1•0 
захреп.11ения. ll точке 9 .мы имеем подвижную опору, :могущую пе 
рехещатьсх по горизонтаJ1ьпому ваправ;rевию. Чтобы у,'\ов.а.етворить 
этому ус.1оввю устраним введевпое нами допо.1ю1теJ1ъное заi[реп.жевие 

бруска аЬ и по.tучевной таким путем подвижной системе сообщим 
та19е :n,важепие, чтобы поJ1уч~екое при n:roм перемещение шарнира g, 
.е.1:ожеппое с уже пай.а;~нныы перемещением 09', дава~10 в cyli:иe 1·ори
sо11та.!ЬRЬIЙ отреэок. ,11,лн изучения: перемещений nо1.11ижной системы , 
можно воспоJI:ьзоваться способом и :юбра.жающих точек. Точку }J0 нано
сим ва бруске аЬ в произволы10и расстоаиви ЬЬ0 от 1·очки Ь. После 
втоrо, проведением: nрл:иыt Ьосо 11 Ьс в botJn 11 Ье, по.1учаем: изображаю
щие Тt'ЧRИ со и ' ' 11 · ДАя по.аучt"вин изображающей точки d0 провоАВМ 
CollJ 11 ccl и e0cl0 11 е1/, Наконец, J.JJЛ ПОJ(учепин go строии i~ coiioflo со !.\ cdg. 
Do nапрамелию !J!lo устанавливаем нерnепдикулярвое 1t веъ1у н~щ>ю1.11е
вве t1ш возможного перемещения д.1.я. шарнира g. На фиrуре (Ь) 
вужво взять такую величину r/'10 этого пере11ещевиа, чтобы паnрав11е
вве 9" g', соr.11асво условию закрепления аа опоре, получилось горИ· 
зовта..11ьвык. Теперь иы легко ваход.иu и прочие .точки с дnуяя зна11-
ваJ1в. Например, для по.11учепю1 ll"·· за:мечаеJ1, что переиеп~еяие d'' О 
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перпецвау .1•р.во вuраuеввю dd0 .в, .рохе тоrо, .1и1111а g" а", ваобра~ 
аающu оерехещfшве бруска уа. J.о.1жва быть перпев,1.uу.1арц ва
праuовm зтоrо бруса. Точка с" по.1у•итса в пересечеввв пряхой 
Ое" .l е.ео и праtюй е" d" J_ i:d в т . д. 3аuети• здесь, что вsобрааающие 
TO'IU ПОВ&Jr.обВIИСЬ как J[.JfЯ TOl'O, чтобы ОПреJ,е.IВТ:Ь ваправ.1евие тп 
пере11ещеввя шарнира 9. Это ваправ.1евае JlfЬI 11orJ1и бы та:sае .1era:o 
найти, опре,1;е.1вв JJО.1оаевве мгновеввого центра (П) .ця же~ТВ(IЙ чаети 
II вашей с1сте11:1~1. Построения, служащие д..11.я ооре.r.е.1евиа вуzиоrо 
мrвовевяоrо центра вахи уже' uроизво.1.и.1ись раньше. Они в~мечевы 
пун1tтирок ва фвrуре (а). На11равJ1ение (ll) g, оqевв.~r.но, .1.о.1аво совпасть 
с вай.женвых ранее ваправ.1еиием ggo. 

У:казаuый S.1.llCЬ прием решения sа.в;ачи uрименик также & си
стеме, пре.1.став.1енвой BI\ чертеже 295. На этом: чертеже ва11ечены 
лостроенв.я, о~в1КJ1щиесн & оnреде.11ению .мгновенных центров (11) и 
(111) ;а:.1н той ПОJ.ВВ&вой системы, которая по.11учаетс.я пос.1е устранени11 
опоры g. Направ.1евве тп, перпевдикуJiлрное к радиусу (Ш) g, опредеJiиI 
т:~апраuевие возмоzвого перемещевив д.11я шарsира g. 

};")3) Построить диа~рамму перемещений и линию 1tртибов всрх
,1 .~ 11 )lояса mpexnpoAemнoU системь~, представленной на черr..,еже 2!Ю . 
..:11 :тема эта сост&ВАева из четырех жест1•иIС 11астей, заштриховапuых 
в~ фигуре (а.). Уr.траи.11.11 шарнир g, по.1учаеы ;11;ве nо)(вижиых системы, 
iaz,,;a.я из которых состав.1ена из двух жестitИх частей. Закр(juлял .11,лн 
.11евой сиетемы яаправ1еив" аЬ и .в:лв правой системы вапра!iJJСпие 
tik, иы .11ег&о вай.в;ем соответствующие перемещепив уз.11ов как .1евой, 
тait в правой системы. На фиrурах (Ь) и (с) даны JIИШЬ uеремещеиив 
01g'1 и 02f/'2 шарнира. g. В действите.1ьвости, mарвир g явАнетсн общей 
точхой дав .1евой и правой поJ1овивы системы. Чтобы удов.J1етвор11ть 
зтому условию, ми устраним за11>репJiеnин наорав.ilенвй аЬ и kn и 
;а;адим подвижным сш,-текак такие .~r.вижевип, чтобы соответствующае· 
11ерекещевия шарнира g. сложенные с найденными уже перемещенвв11и 
O]g' ! и 02g' 2 • .1.а.вuи д.11.я Jiевой и правой половивu одну и: ту же вели
чину. Исс.1едовавие перемещений подвижных систем :можно выпо.1нИ'l'Ь. 
путеи построенил соответствующих кrяоJJенных центров . Построеиин 
::~ти укаэавы на. фигуре (а). Полъзулсъ центрами (II) и (Ш). мы сей· 
qac ае може11 навести направлевил p1q1..L(ll)9 иp2q2l.(III)g, опрt.>
.це.rнющие вапр11.вJ1евив возможных переJt:ещений шарнира g. О6раща1ю. 
:к фигуре (с). заuючаем, что действите.аьное перемещение шарнира !! 
имеет в наuраuении перпендикуJ1врном р2qз сuстав.1яющую, равпую т. 
Перенос.и эту составJ1яющую ва фигуру (Ь), откла,11;ывая от точки 11 ' 1 

отрезок т и прово.~r.я через &онец этого отре:i&& upЯKJ'IO nара.меJ1ьuую 

112q2, по.1учим в пересечении с напраnлениек 111q1 искомую точsу g, ''. 
Теперь беs затруднения могут бы·rь вайдевы и проqие тоqки с двумя. 
звач1tа11и. 

154) Построить диа~ра;иму п~ел1ещений дм~ t(enнoio моста, уси· 
ленно10 двум11 жссткимtс g.iерма,ии I и 11 (черт. 279). УJ.линевил всех 
стержней предполагаютс.я найденными предварите.1ьвых расчетоv, и 
»Ы, устранив подвижную опору в шарнире r и задавшись опредеJ1евныи 
ваправJiеввем · Jr.JIЯ переиещенин точки с (фиr. а) .1е1·1ю пай,це11 пере· 



- 28 --:-

11eщeiln всех y8Jloв еисттш. Отuадыван от no.nюea О у.цпвеu11е 
01 · к вoecтaвJ1J1JI в. кавце ero nерпепдику.1.ар, найден в пересечении 
з:roro перпеи.цику.пара с ropвзmmuьвьnr паправ.1ениеи точку а'. Далее, 
fJТUl\/Ulвaл от а' ве.1вчвву ~ и восставдин перпепдику.1яр, возыrек 
sa этох nерпев.цикуларе в провзвоJiьнок месте точку с'. Задав себе 
tапи образом uере»ещевие шарнира с, мы .1еrко вах<>дкм переJ~ещено 
прочих уздов. Имен с' и nрnикав во ввикавие, что Ь' соJsпадает с по
mсож О, мы кожеи пост~юить <l' . д•.1ее uоJ1уча.ем: на ,цваrрахие точки 
в такох порядке: е', f, g', k', i', .k,', l', И111еа nерекещепю1 mарнпра k 
и nаправJ1епие перемещеllИ.я шарнира р, мы: дегко находим uеремеще

вв.я n~ex узлов жесткой части lI и да.1ее поJiучае:м точ&и ш', п' п: 
наконец t ·' · 1). Тах как мы пр(\изволъпо :mдаJiись nоJJожением точки r:, 
то u результате пос'rроепиsr мы по.tучи.J1и uеремсщение Or', ве удовле- · 
творяющее усJJовию ;1аь;рсnJiепил. У стравим: ·rеперь введенное нами 
.11;опо.J1нителы1ое ~акреп.11евие шарпира с и изучим персмыцения nолу

чен!lой таки~ образом: nодnюкной системы. Узел 1· зтой системы, с11я
~анный стержнем t•q с Нf:UОДllИЖПОЙ ТО'l&ОЙ: q, будiJТ иметь ВОЗМОЖ!IОСТЬ 
совершать перемещепюr порuев.цюtулирвыо r!J.. HanetJ:I это пanpanжe:tme 
па диаrрам.му (фиг . Ь), мы так выберем величину ,·"О этоrо nзреве-ще
нил, чтобы геьяе1:ричес1•ал сумма r ' 'и-+- 0;-' да.11а нам rори;юnоrа.:~ьисе 
переш.•щение r" ,". Чтобы: найти действитеJir,вые перемещепвя прочих 
уз.~rов. nужно тепер1> R!J'!енить, 1сакие движени.11 .~rдут совершать fSJIЬI 
системы, KfJГ )l.!1 уз :•л .·· . : 1 . нернше1· перемещение r О. Эт•J ' ' ' вощюе проще 
всего разр,эшцть uри помощи изображающих. тоЧек. То•шу со на АllВИИ 
ас памеч~tеw npoи :шoJ11:no и qрове,11.ением ЛilBИl!J c0(lo 11 cd, вnхоАИМ 
точку do. Теперь 110строением !'еометриЧески подобной фигуры в.а.хо.uх 
изобраzающне точки юш всех уз.1ов жест&ой частя !. Поце mro, 
прове.1я .1инпи cnl1(, 11 c1t и y01t0 119li, вахо,JJ.им тоqч ltfl и таким же образом: 
'l'ОЧКУ l0 • Име!l изображающую точку ko и проводя .шпяю kцРо 11 kp до 
пересечении с опорной 11ерти.1щлью, находим изображающую тоqку fJo. 
Ностроениеи геометрически подобной фигуры находим изображающие 
точки д.11я всех у::1дов жесткой части ll, uocJ1e чего строитс11 '1•очки то; nr1. 
и , наконец, 1·0. Имен направ.11епия: перемещений всех узлов и величину 
1· " () , vы легко находим на .циагра.кке (фиг . t1) l!ce прочие тO 'liiИ с дну.мв 
зuачв:ам:и и, сдедовате.11ьио, действите.11ьяы:е перемещения: всех узлов 

~рми . · 

§ 43. диаrрамма перемещевмй дnя w&J)нириого мJЮгаfrопьника. 

На ряде примеров мы показuи, как в разивчвых сдучаnх 
может быть построена -'иаt·раима. перемещений. Из этих приме
ров видно, что построение ус.11ожолетс11 с уве.1Ичением чис.1а 

уз.1ов. '·При этоJ.1 точ:вuсrь ч~ртежа у r/ывает , в особенности в тел 
с.1учаях, :когда перпеп;J;и&у.1яръ~, которые приходится восстававли-

•) В .uiarpaк»e 11и ваш.~ в .:шmь то•кu п ', lJ ' , 1·' 11 ;-'. 
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.каn, пересскаютсн ПОА очепь острым11 у1·даuи. Эти обстопте.'l'J,стnа 
застав.11яюr ипогда прибегать к другиъ1 приемам осrределепия пе

ре.аzещепкit особспно в тех случаях, 1•оrда пе требуется разы
скание пере»ещеввii всех уs.1ов фермы. Далее' при рассиотрснип 

статическJt неопределенных систем: мы часто буАем встречатьсл с 

nunpocoм об опре,в;елении прогибов уздов, лрипадJJежащих одпому 

како.ыу "шбо поясу фер:11ы. В таком с.ччае естественно заюгrься 
.щшь стсржплм11, принад.1сжащими это:му поясу. Эти стержни 
обра:чют 111арнирнwй .'INQLO,lftOльню•, построение ::~е.реъ1сщепий уs.'юв 

которого может бытr. в,ьшо.JВено весьма просто, если то.1ько известны 

иsиекевия д.1ин всех стержней, образующих 111ноrоуrо.1ъш1к, и 

углы nовuрота этих стержвеn. Совершенно лево, ч1·0 ecJJи nз 
предварител1,ного ра(·чстl\ опрс,1,едены усилил во всех брус1tах 

и по этим уси.'lИЯМ i!ЫЧИСJIСПЫ соотвстствующпл ~·д.линепил, то 

вопрос 11б опре,~,едевии из~1епеш1й yr.1on между стержпями пре;r;

ста11.1яст собой совершепно uпрцедепную геометрическую задачу. 

Да;ще мы по,1,робно остапо1шмсл на решепии этой основпой за

дачи, теперь же предположим, ЧТ() все удлинеют и пзмевепи11 

yrJlOB пак известны, и покажем, как по этпм данвы:u может быть 
построена диаграмма переuсщеш11\· JJ..1.н уз.юв шарвор1юго миого

у1·0J1ьвика. Рассмотриu свача.J& такую э.1еыептарпую sадачу. 

И)(еетсв брусок аЬ, д;.1н Jютороrо ваiiдепо у,1;JJ11Вение М, уго.11 по
ворота у 11 перемещение уз.tа а. Но этвм данu1.а1 нужп() вайтп 
nере}1ещение узла 1, {фиг. а). Сначала дадим бруску поетупа
те.11ьвое пере~ещенnе аа', соот11етстврощее перемещению ума а. 
От иuвоrо по.1ожевия 1/ )"3.:'la Ь от&.1аu~вае11 r надлежащую' сто
J>0в у изыеневве A.lnuы брус~ ,'{/. Теперь остаетс.я повернуть 
брусоБ око.110 шарнира п' на взвествы11 yro.1 ·~. Tar; .ка& »Ы 
все1·.з.а б)'АеУ иметь Ае.10 с кa.]WllB уr.;~акп поворота, то соответ• 

· ствующее перемещеnпс шарнира Ь .можно считать ваправ.tеввы» 
по перпев,щ&ряру к а'Ь'. При чех ве.1ичина этого переаеще
виа F' опредезвтси тахоn фор.музой 

p::;=l.?. 

Та&в• образок •ы вахо,цвм: новое положение Ь1 шарнира Ь. 
Ма.1ые перем:ещеява, :конечно, выгоднее вавоситъ в увмичевнох 
хасш1·абе и оnреде.11ть перекещеви.я ва особом чертеже. Длв 

этого от векотороrо uыюса О {фиr. Ь) ОТU&АЫ'В&е• в выбраввок 
хасmтабе перекещевие Оа' ysJI& а. "'uee от.uаАМв&е• по веп
чиве и вапраuевию и&•евевяе ~.1ивы етеравя аЬ и ив ковца 
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его 11осстав.'IJ1С)( перпещикулнр в сторону, соответствующую яа

прав.пщ1ию вращ~вия бруrиа и на неи откдадываеы отрезок р. 

Повторял такое построение пос"1едоnатсльно д.71.11 :к.ажцоrо стержня 
шарнирного многоугольника, .мы поччим пужпую нам: диаграмму 

персмещсuпй. По.11ожим вужпо построить диаграмму перемещений 
для :шщгоуго.11ьпика, представ.1епвого па чертеже 299 (фв:г. а). 
И;.;мснепил длин стержней .<~lP r~l2 • • • • и изменения -уг"10.в 
r~I:' " M::I ~ , . •.• считаются пайдеuныки .предварителъпым ра~ 
счетом. Построепия пачинаем с пе.подвижного шарнира. а. П11ед
nо.а а1 ·аем, что брусок аЬ не пов'орачивастсн; тог)(& точв:а Ь' ва. 
фигуре (11) по.11учитсл, если ыы от п.е.и:юса О, с которым: совпа
дает точка а', от лож им по п1.1.Iiрав.11епи10 аЬ отрезок & 1• Длл: по~ 
лучеяи.я с', откJiадыnасм. от Ь' по направлению Ьс уд.'lииенве 1S2 и 
на перпенди1tуллре, восстановлевяо:м в копце этоrо отре~:к.а, отк.11:а

ды11аех р 2 = l 2 ~ 2 = l~ rJ~ 1, 
1
) . Таким обра;юм поJ1учаеы точку с'. 

Д.111 поччснил d' , откладываем r5:: ' укорочспие стержня cd, и 
да.11ес F:: = l:i (М1 ~ + 1~f1 3 ) . Tcv же путем по.ччае:м и точsу е '~ 
Мы ВИАИМ, что nrоедствие ироизвольпого _ допущепил относите.1ьпо 
сохранепин стержнем аЬ псрвонача,.,1 ъвого направ"1сния, irы по
ччи.11и перемещение 0 l' 1

, пе р;овлетnор.яющее закрепJiению на · 
правой опоре. Чтобы удоnJiетворвть этому 1·словию и получи-;гь · 
перемещение, совпадающее по ваправ,'!еrшю с ваправJJевиек 

с10.1ьzеви.я ПОАвижвой опоры е, )(адиы всей системе поворот отво-: 

ситеJ11.во шарнира а. Соответствующее перемещеппе шарнира е 
будет перпендикрлрно направJI~ию ае. Ве.шчияу этого переме

щения 1~"0 выберем: так (фиг. h), чтоd-Ы rеометрическая суъ1ма 
Ое' + с" О давала. вак вектор. е" е' иыеющий паправлепие ско.ilьже
вив опоры с. Теперь остается ва отрезхе е" О построить фи-

( ь" "d" " . rypy J с е rеоuетрически подобную · за.в;авноuу шарнирному 

11поrоугодьви~tу. Tor,1;a отрезоs, идущий · от :какой JJибо буквы е 
nук:а звачкаJ1и к букве с одни» значком даст ваи пере11ещевве 

еоответствующего узза 11Щ)rоуго.1ьви1а. 

ltaк частный с.жучай 'fO.ilЫtO что рассJlОтреввой За,а;ачи, рас
смотрим пример, кor.J,a удляпеви11 всех стержней ра11пы пу.1ю в 

перемещения обус.~овАевы .11ишь изuевевинкв уrАов между стерж
nвкв. Леr:к.о пottaS&'l'Ь, что в этом с.sучае построением: одпоrо 
веревочного 11иоrоуrо.1ъввка сей11ас . же по.'fучаюТСJJ проекции пе-

1) В в"е• ирв•ерс uряватli ~~1 , ~82, • , • отрицате1ьв1~11111, •е11.т соот· 
яeтcnrer р~св••евес rr.10• 01, н" . .. 11 поворот етеравеil по •acoJOI тре1а:е. 
(ОО111е!СТ11СВИО ЭУ031J поворот)· ОТJОЖССЫ отреап P2t h1 
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рехещевий вс.х ysJюa X1ЮroyroJr~и• 'а saAaltяoe направJJевsе. 
Пус.ть з&Аан xaoro,yruьau aЬcdefg (•ерт. 300) и требуетсн вайтя 
прое1щuи пе.ремещевиl всех уз.10.8 на иаuравлевие АВ. Предuо,.. 
.1ожим, как. и пр.еа.це~ mарввр а вепо.-ви~вым в стержень аЬ
неповорачивающnСJt. Пусть т-ребуетеа найти перемещение шар ... 
пира f, д~жаще.rо в расс.rоняии i о~ y2J1a Ь. Вс.1е.в;ствие иs:иеце
вил уrла. 0 1 аа ве.11иt~ивr <f81 точка f переместится в ваправл.е
нии перпендиli:р:лрном bf на .. величину lo8 1• Если через х1 об~)
значим проекцию расстоннил l на направление перпендику лярво&. 
линин АВ, то длл проекц11и найденного перемещенил точки {' на 
наирал.юнuе АВ по:1учшr значение х1 д'81" То~но тав.же лайдсu~ 
что nрое1щил ва АВ переиещення точsи f~ по.~уча~ощаrосл вслед
Сl'Нке пйменевnн угла 0 2 на веi1юuшу (5Eti~ будет равuа ;'t2 д'нz 
fl т. д. Оконча·rельnо nроекцил (~f исммаrо перемещеш1JI шар-

нира f' предетавитсн та1> 

Рассматрпваа tНЭ" 08 2 , •••• 1tак. фиктивные си~1ы, приJо:кен
вые в Ь, с, .... и направ.1евныл nара.1Jс'.1ьпо АВ, J:ш.ночасм, 
что &r нрцста1t.мется момев·1·ом фи&тивпых сил ЛН 1, 1)Н 2 , •••• 

отвосите.1ьно точ1ш ( Направденил фиктивnых сид будут опре
де.Jiитьсл знаками приращений о е. Если ;\!Ы длл фиr;.тиuных Cli.'l. 

построим веревочный ъшоrоуго.1ьпик Ь 1 с 1 d1 е 1 /'1 g1 (фиг. Ъ) с 
полюсным расстоннием единица, то расстояние от ка~.ой дибо. 

вершпны этого многоугольника, до первой стороны, вапраD.1енной 

nерпевдику.н1рпо АВ~ uy;i,eт давать, О'lени;що, проекцию па АВ 
нереыещепи;: еоответствующего уйла. По.зучив таюнr образом 

проекцпи перемещений ос, JJ, •... <):9, мы деrrю построи:u и 

диаграмму перемещений, соот11етствующую фигуре (11) предыдущего 
чертежа. При это:u nужпо иметь в nиду, Ч1'() все удлппения 

стержней обращаютсл в nудъ и пам придете.я и~1еть дело дишь с 

отре:;ками р. направ.11енны:ми перuен,~;икуллрво соответствующим: 

стержням:. Начинал с точ1ш () 11 провод.а отрезки r;-2 J_ Ьс, (з _l_ 1·17 
п т. д., по.ччаем псRомую диаграмму перемещений. 

3аметнu, что таюнr образо:~1 .»ьz можем графическим путем: 

по.тучить все l'трез1ш ~ ;~:.1н .1ю6оrо шарнирного мвorO)TO.'lLBИRa. • 

Нужно то.1ьttо сва.ча.1а пре;що.юашть, что все у;цпнения стсрщвей 

нрп, 11 выполнить толко что описанное построение . 

• 
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Ес.sв стерави мноrоугольпu. распо.1оаевы в охну rориоов
тuьuую .1вв1ю, то у~жиневвл сrерzвей не бу~ут 1.IЯRТЬ в& про
гибы шарниров. Прогибы &т11 бу;11;ут аависеть .шшь от повороr& 
стержней, т. е. от ве.н~:чивы i)fJ. Построив Аl!Л соответствующих 
фиктивных грузов веревоч.иый :мr.юrоугольвв:в: с по.1посвЬl)( рассто.я

вие:м единица, мы тем: самым: находии .11ввию проrабов. Д.11л по
.1учевия веАичивъr прогибов нужно только ПИ.АJiеzащим: образом 

провести вакыкающую .ншю:" , от которой провзво.11;втса отсчет про

гибов. 

Это построение линии прогибов дllя Шl\рнирио-соединеввых 

стержней, распо.1ожепных на одной прямой, вполне соответствует 

иавестпому построению упругой .1внии мл изгибаемой балки. 

В пос.11едне:и случае, каs и;~ вестно, приходится строить веревоч

ный мво1·оуrольник ддя фикт11вной нагрузки, причем на ка.ждыlt 
элемент liалки дщшоК\ ох приходится фиктивнаR нагрузка, равная 

М ох ,,,.. 
- Е] -- = у ох. 

Величина этой нагру:ши естr, не что иное, как отвосите.11ьный по

ворот двух ноперсчных се'1ений балки, выделлющuх рассиатривае

:1.шй ЭJJе&tент. 

Остановимсл здесь еще на одном: практически важном во
прuсе, который легко решается, если нам извесrны дJrя sадаввоrо 

mарвирного мноrоуго.1ьшша все ве.~nчины ~l и оО. В дальнейшем 
ва.:.s: придется решать такую за;r.ачу: по заданным измевеви11.и 

Д.JР.Н ol я YI'.lIOB оО, ваl!ти и~нtеnение ~L хорды af шарнирного 
мпоrоуго,,1ыtвка abcdcf' (черт. 301). Будем считать стержень аЬ· 
11ещ)ворачивающимсл, шарнир а неподвижным и рассмотрим от

дельно, как в.IИлют па изменение длины хорды приращения углов 

oU, и каs BJIИiIIOT удлиненин стержяеМ. Если угол 61 уве.'IИЧИТСJI 
па величину 001, то при этом f перемеетит1~л в направлении пер
пепдикрлрном ЬГ на. ве.аичиву т 861• Проеsцин этого перемеще
nия на напраюепис хорды nf' раnва у 1 ~fJ 1 где у1 есть расстол
вис рассматриваемого уз.ш Ь до хорды а/: Принимал во nви1rа.
вие изменение всех угдов fJ, найдем, что приращение хорды 'OIJ 1, 

обус.11омевное поворотом t:тержвей шарнирного ыногоуrо.~ьвп1tа. 
с п сторонаш1 , прсдставитсл та& 

n-1 

о L\ = L Yi ~ O,i (а) 
\ 
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Ee.m хк через lfi буде:м: иазыватr. yro.1 .вах.1ова стерав.ir i ~ 
хорде, то у,1;J1ивевие зroro стерzня U; будет, очевидно, сопрово
:ждатьсJ1 увеличением хорды ва oli CQS? i 

1 
). Приращение ,i(.'IJIBЫ 

хорды, обусJ1ов.11еввое удливевввми всех брусков, представится так 

" а L.z = 'L oli cos ~ i • 
1 

(Ь) 

сдедовате.'Iьно, Д..IЯ подвоrо изменеви.я д.1шны хорды мы по.'lучаем: 

fl-1 ~ 

oL= )"'У· ;30_ + ,~ of. cos':f:J. -·t t _. l 1 t • 
1 1 

(с) 

Первал сумма этой ф-ды .1егко может быть построена при по
мощи Беревочноrо многоуrмъвиха, ес.1и trрвнять во впим:авие, что 

опа пре,11;став.11нет собой сумму моментов фикти11пых грузов о0, па
раллельных хорде af и приложенных в уздах шарнирного ыпоrо
угольпика относительно ~акой либо точки хорды. 

§ 44. Вычисление изменений углов треугольника, по удп:иве
ниям: его сторон. 

Все предыдущие построенин перемещений узлов шарпирноrо 
многоугольника предио.rагают, что нами заранее выч11слеяы взме

венил уl'.11ов между последовате.11ьвьши еторонам.1 ::многоугольника. 

В тех случавх, когда ферма представлнет простую треуr0дьную 
решетRу (черт. 302), изменение какого-либо угла 6 сво.11.втсн к 
вычислению изыеяепий уг.1ов cxt, а 2 и сх3 , треуrодьвпsов, соста

млющих ферму. Все сводится таким: образом к решению такой 
геометрической задачи: найти измепенил углов треугодьника, если. 

в.а основании предварительного расчета уже опреде.1евы удли· 

невия его сторон. Мы воспользуемся тем, что здесь прихо· 

.11;итс.а: иметь де.ло с весьма ма.11:.rмя изменениями углов и длин, 

и применим построение Ви.JJ1во. Пусть для треугоJiьника А.ВО 
(черт. 303) известны удливенил всех сторон. Будем: считать стер ..... 
жень А.В не поворм:ивающим:ся и шариир А неподвижным:. Tor};a 
при дефор.иации точка В переместите.я в В1 • Дл.а: nолучевм точка 
С1 Придется ВЫПОJIПВ'IЬ tlОСТроение, указанное В уве.'IИЧСВВ.О:И: ll&C:
mтaбe па фигуре (Ь). Из фигуры (а) сейчас же находпи 2

) 

... . Р2 " Р1 
ОСХ1 = -l- ; ОСХ" = -, --

2 - 1 

1) На 1Jертеже 301 все ~i меньше 90° 11 noтo11r cos ~& по.1оаштеJьвы. 
2

) Мuымп нuененu•п .uив стеранеП при .этох uренебреrаех. 

(а) 
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Иsиеряв., с.~едовате.п.во-, па фпrу.ре (Ь) отрезвп Р• в pz, :ии 
по.rучаем возможпость при помощи ф-.11. (а) вычие.rвть вуа.яые вп 
взмевевшr уг.1ов ~сх1 и iЗсх.~. Приращ-екил третьего JГJI& найдете• 
ПS уС.!JОВИ.1! 

За:м:етвх здесь, что гuрвзояi'а.!ьвыв: проэ:кции отрезиов Р2 и Р.• 
и~,11;утса: так 

р2 Sin 111 = l ~ Sin ci1 oci1 = h ~11 1 
р1 Sin ci2 = l 1 Sin 11

1 
ocz

2 
_:___ li ocz 2 

где Ji - .SЫСОТа треуГОJl'ЬВВR& ЛВ(J. 
С.:rеАовате.1ъно, ·ес.11и мы построn фигуру, по.-Qбвую фигуре 

(ь) "'l 'l 'l 011 tl2 0/3 , во то.:~ько вкесто о 1 , о 2 и о ;1 от.1ожи• ве.1ич11вы h , }/ , ""ii. , 
(черт. 304), то rоризопта..1Ъвые проекции отрезков С2 С' и С! С' 

· веnосредствевnо дадут нам ве.'lичивы ?~1 в 022 в ток масштабе, 
мторый кы выберем при построении ~дя отuеченяых чисе.1 
ol · 
1,,1 • • • Подьsулсь чертежех (304), мы .~ег&о составпк в ана.11.и-
тические ф-лы для приращений уг.1ов осх, • • • в· саком: деле, 
прое:ктирун точки с\ С2 п С3 ва верт:ика.1ьиое ваправJJевве, )(LI 

B&XOJl.Яll 

oi = ы! . Si1i IJ = ~1 • 02 = 01~. Sin IZ = i~. о3 = ~h (с) 
]; 2 /.1 ' 11. t /~ ' 13 

Сл:едовате.1ъво, 

с с = ·- -~~ = (~-1: _ ~~)-· -.1 
- . 

2 з Si;i а1 7~ 1з S1na1 ' 

С С = _!l · = (~1 _ ila' _1_· 
1 З Sin_i;ь l, lз} Si1i а, 

Припииал же во внимание, что сумм:а rориsов1·uьвых проек

ций отрезков с2 С3 и Сз с\ равна, Kalt ви,11.nо из чертежа, - О~з, 
получаем 

оа.:; = - (С2 ('3 Cosa.. + С3С1 Cos cx,)= 
·(и~ ~z,) 1 ы~ Ы1 ) = - - -= coto сх + · -- --- cotg сх • 

/ 3 / ~ и t \ / 3 / 1 . 2 
(d) 

Переста~rовкоl звачхоu подобные ф-.1 ы nо.1учаютсн также д1я. 

оа , и Ja:2. 
В тех. с.жучалх когда уддинепие яв.11яетсн следств-ие:м то.1ы~ 

в~щрюкевнй, мы~ обозпача1r эти наnр.ажевил через Р'1 Р2 в Р. ~ 
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•ожек вапвсать форJ1у:11ът для ВЫ'IВ'СJlеяв.я првращевиА yrJ:oв в 
Т&RОИ виде 

Е ()tt3 = (р8 - р2) cotg. ·ix.1 + (р3 -р1) cotg а..2 1 
Еда, =(р1 -Р1) cotg а.3 + (р, - . р3) cotg а. 1 
Е 15«1 = (р 1 -Р:;) cotg IX 2 + (р1 - р2 ) cotg а3 

(е) 

ПоJiожим, яа.првкер, что стороны треуrо.1ы1иu, пре,1.став.11.иющи.а 
собой же.tезиые бруски, испытывают вапрвzевив 

ы + ы ы 
р1 :::=-141-ёт2 ; р2 = 463. -сп~; 1>з=-11 ст2 ; 

I\отанrеисы уr.11ов, выписанные на чертеже (305), равны 

clff'1·1 = 0,496; cfgtJ.2 = 1 />79 ctg,,,~ == 0,295 

Тогда 

Cff/1J1 (р2--рз)=0,496 (463-t-17)==~238 
ctgrJ.2 (рз · - - р1 )'= 1,079 (-17+ 141)= 134 

ctg7.3 (1J1-p2)=0,21Jb (-141-463)== -178 

и мы па основании ф-.11 (с) получаем 

ы 
Е'О7.з =- -238+134 = - 104 -- -·:,

ст· 

Иr.rеи возможность вычислять изменения уг.1ов треуrо;н,вика, :мы 
без за'l·рудвепий скоаем построить ,щuшо щю~и6а д.11я фермы> состав
.11енной из треуго.жьяиков. В качест110 примера рассмотрим фер11у, пред- · 
ставлеuную на чертеае {3Q6). На фигуре (а) написаны поJ1у'Iепяын на 

klg 
основании пре,11;вар11те.11ьвоrо рас'Iета вапрлжсни.н в -·--..,-. На фигуре 

ст-

(Ь) выписаны соответствующиа изvеневв:а угJiов EotJ., имеющих вершины 
IJ узлах вижнеrо полса ферv:ьr. 

По.11ьзу.нсь этим,и .11:аняым:и, кы бе<s затруднений м:ожек построить 
диаграмму перемещенttй (фиг. с) дJJ..я уs.1.ов нижнего по.яса. рассматрк
ваем:оrо> хах шарнирный иноrоу1Ч>1ьпик. Сначала, задаваясь ве.uчивой 

kl 
жо;~;у.11.н (Е полоzено равnым 1,8.106 ·-- ;;-) вычисляем, по изаестныи 

ст 

уже напр.ваеява:к, ве.11ичины удлияенвй стержней вианеrо по.vса. Да• 
.1ее ва осаовавu sвачевий Ео7. состамнеи вел:ичввы Е~, про•орцис· 
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вu~.вне .ft:Aaк ,поворота стераяей ввавего aoJ1ea. l\lы opeAJio.n.Nn 
· (:тераевь 5 .ие поnорачивающпся к шарпр f вепоАв•авы•. Tor,u. 
Еу" =о. Д.1я стержня 4 пожучаем . 

н 
Е'( 1 = r_,7,U 4 = 212 +363 + 294 = 869 -~ 

ан 

Точно также дJlл отержвя 3 
kl 

Ь'74 = .z.;.;,4 + ol!a _ 869 + {301 + 439 + 426) = 2035 ст;-· 

Дu:ее тем же путем по.1учаеы 

} . 43- kl Е 6531 kl !.ф~ = 3 ::> -ст2-; 'Ф1 = . сш2; 

kl 
E·J. = 850 ---· ·• cm2' 

L' 3 hl .г,ф8 = 24 3 --.,; 
ст~ 

в.~ = 4943 _j;J_; 
.10 ст' 

kl 
.E<JJ1 = 1754 - -;;; . ст--

н 
В.1 == 3421 - .• -; 

т9 ст-

. 8 н Ь'.J 1 =83 9 - --:.-
·1 cm· 

Деля эти ве.11ичивы па Б и у11пожая па ](.IИВЬI еоотве·rствующих 
стерж11ей. по.1учаем отрезки р, нужные длл построения ,a:narpe.uы ве
ремещепий. НапраnJ1ении этих отре:~коn в рассиатривае•о11 случае 
Qnредел.нютсл тем, что все стер.;~ши, лежащие .11enee бруtв:а 5 враща
ются по часоной стрелке. Стержни , дежащи.е cupan:i от того же брус:rш. 
вращаются против часовой стрелки. Построение диаграммы перемеще
ний па.ч:неи с неподвижного узла (. Соо1·ветствующая точка f' буАеТ 
<:овпадать с полюсом:. ОткJ1адывал уд.11иненв.е о, стержня 5, по.лучае:u 
точку с'. Дале~ по извес·rпому правил у с·rрою1 точки d', с', l1' и а·. 
Переходн теперь к бруси.ам , лежащим справа от стержни 5, строим 
тем же способом тпчки 9 1

, lt', k;, l '' т' и 1i'. Что(iы: у д,оn.11етворитъ ус.110-
вилм на опорах. нужно 11сей фер)Iе дать ноступательпое перемещевие 
<-t' f", соответс'l'вующее непuднижвости левой опоры и дa.JJee повернуть 
всю ферму око.;ю левого опорнаго шарнира а. llере:uещевиа, соответ
ствующие этоиу повороту, мы получим обычнъш приемо~r, пос'!·роение• 

на nертикальном отре~ке а' п" фиt•уры геометрически подобной ва~ав
ной ферме. llеренося теперь вертика.11ьные ~оставляющие вай){еввых 
перемещений на вертикали, проходящие через узлы вижuего пояса, 
:иы nо.ччим мно~оуtо.4ьник '~1ю~и6а а1 Ъ1 с 1 ". щ. Из чертежа (фиг. с) 
видно, что в давно» случае уд.1иневил бруr.ко11, о'!'uадынаемые при 

построении диаrрам:м:ы . лишь в слабой степени влияют па прогиб. Ве
.11ичива прогиба опреде.11.яетсв главных образом отрезками р. Если 6.ы 
'1Ш строи.!и липию про~иба .в;лл верхнего по.яса, то эдесь все уд.1ивеви.я 
брусков при.в;етси, при nостроевии .1.иаграккы, отuцывать .uo rорвзов
'rаJ1ьао11:у направлению и потому nроrибы впоJiве 1 опре,це.паютс.я отрез
хави р. 

Ливию проrибоu мы с11оже111 при этом построить как веревочиd 
J(ROГOJI'O.IЬИИI А.1• фи1'ТИВВIП грузов oft. 
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~ 45. Линия проrибов. расс111атривае111ая, как . веревочкый мно

rоуrояьник. 

Мы видели уже (§ 43 ), ч1·(} в слу11ае прлмоrо горизонталь
ного пояса !Ю;rшо построить .1шшю пртиба, xaI• веревоqвый мно-
1·оуrодьюш. Подобfюе построение .1er.1to распроетрапять и на Сiодее 
сбщиn с:~учай шарнирного мпогоуго,1ьнииа. Предварительно уста
новим с1щ3ь ме.а•;~;у ордиnата;1и -~ 1 , 11~· . . • . • вершин верево•1-

иого мноr·оуго.~ьника, построенLiого д.1я системы пара;rлельпых си.t 

Р1 , Р2 , ••••• ( черт. 307) н величинами этпх сид . Ордипаты 
У)р "1j2 , • •• •• оrсчитывае~ше от пекоторuй прямой аЬ, мы всег . .щ 
MOЖClf рассматривать I~ак ВС.IНЧ&НЫ, пропОрЦИОНа.1ЪПL1е И3ГИUаЮ
ЩПМ :момента~~ ддл соот11ететвующеn Сiа.лки, нагру.женной силам11 

Р, , .Р2 , •• ••• В та&о.У с.1учае ве.1пчина 

Н ( r1 .! - т; i) 

nредетz.вит собой ра:.;ность и::Jrибающих мо~rеnтов под 1·рузами 
Р1 и Р.1 • Ес,ти мы обозначим через /, 2 расстояние между грузами 
и чере ::: Q; - поперечную силу на протяжении Л.l, то) очевидно, 

Точно тait;1;e д.1.н ординат 11~ и У/ з найде:n 

11 (11~ ·- 1/1) = Q t/'э 

Припи.мая во внимапие, что 

<i1 - (1) 2·'= р2 

:мы по.~учаем из (а) и (Ь) нужную наы формулу 

р - н ( ~~ •--'11 11:1 - -~, ) 
~ - t---;:; ---- - --~l___ • • 

(а). 

. . (Ь). 

. (с)~ 

котор()Й )ЮЖВО будет воспользоваться при построении линии 

пртиба. Пусть ci, l1, 1· .' • • • -·шарнирный мпоrоуго.львик и 
а 1 Ь, с 1 соответствующая ему .1инил прогиuов отсчиты
ваемых от 11т вниа (черт. 308). Пользуясь формудой (с) выяс-
пnм, каzювы до.1ж.иы быть фи:ктивпые гру:Jы РР Р2 , • • • , длл 
которых веревочный :ыпогоуrольшш совпадает с динией прогиба. 

Возьмем с1·ерже:в:ь Ьс. Прогибы, соответствующие 1tовца.м стержня, 
обозначим qерез у 1 и у2 • Разность ордипат у 2 -- у 1 зависит, ка& 
от изм:епевик ддины стержпл, так и от его поворота. 06озвач\IИ 
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зтв веJJ:••вви через ol1 п через 0~1 • УА.1ивевию стерzsя ва ве
пчииу ol2 при яеяsмеявосrи паправ.1евиа сrе~1жнп: соответствует 
уменьшение прогиба точsв с по ср&ввеяию t} проrибом точ&в Ь 
ва ве.Jiичипу ol28ifl~1 • Ве.Jiе~ствие возрастаянл yг.rn ~i па ве· 
.1В11ИВУ 0~2' ПрОГВб ТОЧ&И С, ПО СравпеВВЮ С ПрОГИООК ТОЧКИ Ь, 
умевьmитсн на ве.11ичину l20~2 Gos~ 2 = #.20~2 • Так как в в том и в 
друrом случае мы И!rеем · уменьшение прогиба точки с по отно

шению к прогибу точкв Ь, то, с.1ер;овате.n.яо, 

!/2 - У1 = - ol28in~2 -).20~,, 

(d) 

Считая уго.1 ~ по.1ожите.1ьвы.11, когда положительному измепе
нвю х, соответствует положите.1ьное приращение ордипЬ.ты у шар· 

нирпого мпогоуго.1ьника в рассматривав брусок cd, мы прежним 
путем найдем: 

Уз л '!f_i_ = -- .!z!! tg~з - о~з • . . (~). 
3 3 

Обращаясь теперь в: формуле (с) и ПОJiагая в вей полюсш1е рас
столвие равным единице, мы при помощи (tl) и (е) получии .ц.11л 
фиктивво1·0 груза Р2 такое выражение 

Р2 = - ~~2 tg~2 - 0~2 + ~~3 tg~3 + 0~3 • 
Принимая во внимание, что 

о~, - ~~2 = а02 1), 

мы получим .ll;JIJI фиS'rивиого груза р2 о:ковчате.1ьво такое выражение 

Р2 = 062 - r,t tg~2-Г ~:э tg~8 • • • . . . • (f). 

Тот же сакый веревочный 11яогоуrо.1ьви1 кы по.11.учим, если все 
грузы Р и поJiюсное расстоа:ние умвожвк ва :1щ11;у.1ь упругости Е. 
Тогда, ввОАЛ: обозначения длв яапр.яжениl, по.1уqик дJiл фиктив
ного груза Р,,., прв.11оженвого в т·-ок уз.11е шарвирпого ънюrо

уго.11ъвика, такое выражение 

Рт~86т -pmtg ~т +Рт +1 tg~m+1 • · · · • · (g). 

Ес.11и д.11я вычис.tевпы:х такии образом фиктnвны:х грузов, имеющих 
из.иеревие klg/cm\ построить верево11вый квогоуrольник при поз.-

1) Ве;111qины ~р3 11 Oj32 п0Jю:жпте.1ь11ы, сс.11.и пк соответствуют вращени.11 стераней 
против qacoвoil стре11tп. По1ожите.11ьноиу :)62 соответствует уве.1н'1евие yr.aa. 82. 

3 
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во11 расетоявв11 равяо11 Е, то он пре~ставит собоl искожую .tМаю 
про1ибов. Прогибы вужяо отсчитывать по вер1'ик&львоку папраuе
ввю от замыкающей .!!uвии, 1юторав до.1жва быть провеАева та~ 
чтобы бы.!и удов.аетооревы условия на опорах. Масштаб А.18. про- · 
гибов при этом будет тот же, который приват при построении mair 
вирного 11вогоуrо.1ъвика. Так как обычно прихоАвтса пкеть де.ю с 
весьма малыми прогибами, то J;JI.Я ясности чертежа желате.:11ьпо их 

получать в преуве.!ичепнои :масштабе. Мы достигнем этой цеJ!и, 

ес.111 вмес·rо II0.:11юового расстоянин Е возы1.ек ве.1ичнпу Е. При 
т 

этом все орлинаты веревочного многоугольника увеличатся 

в т раз. Мы :можем подобра·rъ т таким образом, чтобы по

.1учвть прогиt>ы в натураJiъную ве.11ичвну. 

Прв:иевим этот способ к построению прогибов д111 узлов ни~
вего пояса фермы, представленной па чертеже (306). Д.1я этоrо 
предварвтельпо вычвс.ши ве.1ичю:1ы р ,11 tg~m , вх-оАnщие в правую 

часть формулы (g). Пользуясь ведичинами углов наклона с1·ержвей 
нижнего пояса и величинами напряжений, выписаввыки па фи

гуре (а) находим, и;~;н от левой руки к правой, 

ptg~=-253, -210, -151, -98, -47, о,+47, +98, + 
+151,+219,+264 кl.fсш.2 • 

Точно тя.кже при IIОмощи величин Еоа, выписанных на фигу
ре Ь, находим для всех узлов нижнего пояса значения Ео6. Ид.я· 

.01· .11евой опоры к правой, получим такие величины 

Ь'а6 = 3096, 1400, 1166, 869, 850, 904, 679, 988, 1522, 3446. 

Теперь, на основании формулы (g), получаем 

Р1 =3096-+253-210=3139 kl/cm'. 
р~ = 1400+210-151=1459 " 
Р, =1166+151- 98=1219 " 
р4 869 + 98- 4 7 = 920 " 
Рь 850 + 47 + О = 897 " 
PG 904- о+ 47 = 951 " 
Р,- 679- 47-Г 98= 730 
Р8 - 988- 98+151=1041 
Р. = 1522-151 +219=1590 
Р10=34(6 - 219 + 264=3491 " 

" 
Пр11.1ожив эти грузы к нижвии уз.1а• фермы и построив .-.1.я 

1111][ r.еревочвый м:яогоуrо.JIЬВВR, ПOJIYЧRK искомую JIИВИЮ проrиба. 
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3акыаающаат дo:.tlf.lt. бlrrъ uро1щ~е11а тав. чтобы п~ Ra опо, 
рах nо.tу.чпJ~я.сь ра1в:sv.и ау.~ю, Ее.111 1ортеа фер;цJ СfJМ&в.аеи .в 
масштабе 1 : 1r • • ПО..!ОСНОО: JIМCTOJf8R6 при П.OO'i'pOCl!lf!( вереаоч
воrо каоrо.уrо.1ъава, п1н111'.а'l'сt раив:ык Е : m, то. р;ц оо.11·учеяил 
деlст.вw'rеnвых проrибОn ну8114 отреаu, по.1учаеr~1Ее wв: чертваа, 
VК11088'1'Ь па п- • ,J;CJП» BI m •. 
• Намечеввыll здесь eaoco<S' аоетроевн.а .1ини11 проrибов' стаяо
витсл веuрu11ев11JШм в: тех. щчавх, -коrА& шаряирияй мяоrо· 

угольник вак.1ючаст в себе верrика.~rьво напраuеваuе c:тepm11D. 
tg? JJ.AH- таких стержней обращ&&тсн в бесковечиость; & вместе с 
1'ек в бесконечность обращаются та&ае и соотвеюrвующие ф1!!
:sтивиt.rе груsы, опр~де.11веиые по фор:муле (g). 

Ec.Jrи ивиевевяя- д.11ив c-repzвel обус.лов1еm ве то.1ь:ко ва
пр,вжевиями, во также и взкевеп11ап те•пературы, то к вапрJI

жевиа:к р, входл:щи:м в форму.ау (g), вужво прибав.11nть пе.личины 
EaJ,, где х - - хоэффицпевт .аивеltпоrо расширении и t повышение 
температуры. 

По.11учевие прогибов путем построеиил: веревочного :ыного

уrо.п.вика вв.uеrсз бо.11:ее простык- и в&ГШIАВЬIМ способоы, чем на· 
хож,11;евие тех se ве.J[ИIJИН при помощи д-яаrрu:м:ы BиJI.mo, но это 
поо'fроевие требует неи.оторой пре,в;варите.1ьвой работы по внчи
с.1евию иsменеввй уr.1он треуrоnниzов, еостав.uющих .решетку фермы. 

В тех с.11учаах, rде вычис.1евв:ыа иа:мевевин: yrJioв :иогут быть 
испоnзовавlil д.1а .-руrих рас11етов 1

), намечеввБ1R здесь првек по
строеяиа JIИИИи - прогибов ABJlЯe'fCS особенно вяrо,;выи . 

. § 46; Ииоа прием: вь1чимеввя фиктивных грузов. 

В тех с.1уча.ях, когда иsмевеви.я уr.1ов в ферме не вычи· 
с.~аютея ,ц-л: .-руrих кахих-.1ибо це.1ей ИJШ когда требуется дать 
.~ишь приб.аиаеявые ве.~ичвв:ы .ц.~а прогибов, в:ыrо,1;во поччить А.11.я 
фиктвв11ых rpyвoi Р выра.жевиа, заключающие .1ишь и8мененин 
,J,АИВ стержней и ве СО,JJ;ержащиа JГJ10ВЫХ ив•евевиl оО. Покажем, 
u.к эти выражения могут быть получены в простейmек с.аучае, 

иоц& фер:ка не s&uючает брусков вертивu.ьвоrо иаправ.женин. 
По.~ожп, требуетса вайти путек nостроеяян веревочного :мноrо
уrQ.lьяива проrибы верхних и виаtпих уз.1ов системы, пре1.ста-

·-
1) Дuьmе •ы JВИ),ИJI,' что по 8Зllell8ЯU1( Jf.1011 JllO&BO :ВЫ'IВСПТЬ те ДО· 

по.1в11те.1Ы1Rе иаврааеввв, которьrл вооипJt&ЮТ в фермах вс.~едствие roro, qто 
стеравв сое.1,11nеаы в JВ.18.Х ае и.1.еuьЯШ1и шарв11рu а с1:реплевы жестко 

при nо•ощв sак.1.еttоч:аых ~ивевиl. 
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в.деuн ой на чертеже 309. · ПоАьзуась . указанными 11а фи1·урс (а) 
о(юtна"Iе'Ui!Яма д.~ етержвС:й н уr.11ов на&лона пх к горизонту, 

1~ос1анн м в11.ражсв ия длп фикт1шпого груза в каком-zибо уз;1е щ 
.нижнt~го rиJ: ea. lly (;т1, фигура (!)) нредстаздяет соотнстствующую 
:шюно :upo1·н6:i, t1осчюснпую "ац вG_ревочны:й .r.ню1·оуrол ьюш при 

по. 1юсшш рассто1п1нн, р~вном единице . Если ?Jm __ 1, :1Jm n у111 _ .,_ 1-----
прошi)ы для }J1roв т -- J., т и ·т + 1, то ва ос1ювн.на~1 ' ~}юр
!11 у:щ (-:,) пргдтцущеrо ш1.р~~rра.фа получае~f д.rл фиgтию1мо груза 
1 '11 t лыра1r,~ение 

(:t). 

П :)Tf1 ВЩ):l.жсш~з нход.лт разпости прогибт~ двух uос.~::едова

тельnых у:;лоn и длнвы Л. Ностараемся выразин :пи Р.ел1:11ипы в 
зависююстн от у ;~.:шнепий брусков. Д.:rл рсmею111 этой чисто гео
метрической аадачи вос110.1ьзуемс11 приемом, который применлд 

Максвсль, при nычислеюш перемещений (§ 3S). Выч:ер1•им от
д~дьно треуголr,ник т -1, ?n, 1п + 1 (фиг. с) и приложим lt 

нему в верхних узлах вертикальпые силu, равные 

__ 1_ и _ _ 1 __ _ 
Лm Лт+l. 

В пиЖнем узле т приложепа ваuравдепвал вертика.11ьво вuи3 
ураnноnешпnающа.н сила" Путем веттосредстr~~нного раsложевил 
(фиг. d) сейчас ,же найдем уси.1ш1 8 1 , S~, 8 3 , 1юзшшающи~ в 
стерЖuЛх треуrольшша uод действием nр11ложснпых наrру;3ок. 

Пользуясь подобием: треугольников, входшцих н фш·уры (с) и (d), 
получаем 

откуда s - ___ _!_ ____ _ 
1 - - - h 111 Соs~т • 

Точно 1·акже паходим · 

8 ~ = --·-___ ! ___ _ 
liщCOs'f'm 

8 = ____ _!_ _ _ _ 
а llt:n Соь"fт + 1 

Усилил 8 1, 8 2, 8 3 и вызывающие их нагрузки прР-дста.
влflют систе31у взаимно ура.вновешивающихсл св.~. Работа этих 
сил на велкои возможном перем~щении должна развятьсл нулю. 

В качестве возиожпых перемещений возьмем 1'С деi1ствите.11ьnые 

перемещения, хоторыя соответствуют рассматриваемому треуголь-
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пику в сrержневоi1 системе, аредставленной на фигуре (а). В та
ком случае работа внешних, при.11о~u.енвы:r. i;, '!'\)еуt'одьпи11:у ~ил, 

nредставитсл так 

---1 ? -1 1 (. ) 
l.ni \Jт lrn-1 ---~---:_- \/ Ущ _i_,-1 --· ·11 \ "m + i \ · ._,,·:nj 

Л603начан чере3 uOm, ?Дт и ?.rlm + 1 Дt:~й~лзительныс удли

вепия сторон расс1rатриваемоrо треугольпиr:а, ~н•~iдем длп рrtботы 
усилий 81; 82 и sэ па этих неремещенИJJ\ ныrю.:;:;еш~е 

'-:"'() 'j";J ')"'J 
--1..1° т - '- 2'J·.<·m. - ' э,'1 (~rп +- 1 . (с) 

\ . 
Итак, пача::ю во:;мош.ных перемещений в rrрю1еt1ении Ii. еи

.~ам, представленным на фигуре ( е) и к действительным. переме
щенпнм. дает нам 

~~. ( Ут -- ?lm-1 J ·- лт\- I ( Yni + 1 --1 Ут) 
+ 82 orlrlj. +- ~~?;rlm + 1· 

Принимал БО вяим:ани.:, чтv леван чэ,етI: Р.аnQщ~тва пр~.;дста
влнет собой выраж~-пис дли фnк1'пnного груза Гт {форму"ш (а)]. 

к :вставюш вместо 

.а:учаем 

(• 

1 J 1' найденпые выше апачешt)J; по-

(d). 

Путем таклх же р:~,сеу11;дений получаем 

1·pysa Pk, приложею;;;rо в 1ш1и.м:·лпбо у2ле k всрхпсrо понеа. 

(фне. а), вырttз~Рш11: 
НТ1.. 

·+---(\;,~: 
. ./. 1/> 

Pk=--

01lk + 1 

·c,~s+k±i.~- ( l'). 
,_ " 

Отпосите:п,1:.с' ~щеи:r:ю·~, входящих в формулы (f11 и (r)~ zа
метиы:, что для с11рая. продставл.енного !Ш чер1еже (:;~;51), .все 
они имеют 1юлож1п·ельпое 3iШ•Jенис. Еел.и бы мы 1:•nелн '1:1еполи-

, .. 11') ' 
жеnиt:~ у;~а~аапос на {н~J)'J{~Л\С ~ ;:} . ,J ! , то, ьаприы.ер 1 д..:i;l •.,,osy:~ и 

(}о8~ 1 .мы получн.~~и 6Бс от;~;н\~:,г:.'f1·.~fьнь;с н~.;~ичипт:; , I1pt~ ·:11.~е 1тр"· ·~с .... 
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Расс:мотрям те11ер1' систему со стойками. llpe,100.Jioatmr, ра.t
косы имеют писходлщее шшрав.11евие (черт. 311) и требуе1'С.н, пу
тем построения веревочпоrо :многоугольника, найти проrибы узлов 

нижнего понса. Вылепим, .&aR в этом случае фиктивный груз 

;1/т - Ут - 1 Z'm + 1 -- J!1n 
Гт =·= ·-··- ·- ... Лп-1 - Лт + 1 

при.юженяый в у,'не ni, может быть выражеп при помощи уди· 
нений брусков системы. Эту rеокетрическую задачу, кап. и раньше, 
решаем, пользуясь началом возможных перемещений. ВыдеJ1ии 

часть системы, rооп;етствующую трем последовательным иижnим 

узлам (фиг. Ь) :и: при,1ожим к пей в ysJiax т-1 в т + 1 ва
нрав.'lенпые вертика.п,но вверх фиктивные силы 

1 1 
-и-

л" л,,.+ 1 • 

Н узле т при.11ожев:а дейстьующал вертяка.Iьпо вяиз уравновеши
вающая сила. Соответствующие этим сиJiам усиJiия в с·rержнвх 
81' 8 2 , • • • сейчас же могут бLiть ва.йдены путем пепосред-
ственвого раз.1ожени.а (фиг. с). 

Из чертежа легко получаем: A.JlJI этих уси.11иl выращ.еви.н 

8 - -- _J_, s - 1 . s - 1 . 
i - l1mCoв~.,.' 2 - h,,.Совт,,.+ 1 ' З - h,,.Cos'l'm' · 

84=- h',,.+1 • s - h',,.~. s --~ 
h,,.Cos'f,,.+i' 11- л"+ 1 .h,,.~ 6- Л,,.• 

3десь trepeз h' т + 1 обозначен вертикал:ьпыl отреsок :между 
уз.110.11 т + 1 в прщо.в:zениеи стержня От верхн.яrо пояса (фиr. Ь). 
При.мевва теперь к си.в:ам фигуря (Ь) и к действительвЫ11 пере-
11ещевиа11 lI&чa.110 возможных перемещений, по.11учаем: 

1·~11"'+ 1 
_ !'__"'_i 1

-y"' =8180m+S20Uт+i+S3odт+S18dm+1+ 
'" m+1 

+s~мm+S6ohm-I· 
Встав.11аа вместо 8 11 8" . . . найденные выше sиачевил, 

DOIJЧBll 

1 { llO,,. sи ... +1 od.,. &d"+ 1 

Рт= л" - CoвtJ" +Сов т"+1 + C!iB'f,,. - Сов 'fм+1 + 
!\h'".11' ... + 1 &h,,. - 1 h.,. l + )..,. +. - - )." r · · · · • · · (f) 
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Подобвlil• ае ~раЗО11 .м:огут быть состаuевы формулы д.'!я 
фипиввL1х rpysoв -щ>и ивок распыоzевви раскосов, а также 

;в Те1: сJiучаях, .коr~ требует.са ваАти прогибы у:uов верхвлrо -поаса. 
'Tas, например, ври аэследовавии прогиба вижюн·о понса, 

,д.u .распо.1ожеяИJ1 раеsос~в, укаsаввоrо ва. фигурах (а), (Ь) и (с) 
;f"ерт. 312], выражеВ11.fl фиктивного груза. Рт вапвшутсл таs: 

_ 1 ( :00,,. + 1 u U"' tdm tti,.. .J- 1 

фиr. ~} ptn == h,,. - {]t;в fJ,,. + 1 + ёоs ",,. - Сов;~:,+ Со"в;~~ + 1 -

;Ji"+t .h,,. ohm.lt',,._ 1 ) 
~ _).. ___ + )_ . . . . . . . (g) 

•+1 ·~ 

1 ( 00", оО,,. + 1 Od,,. odm + 1 

фиг. Ь) Рт= -h-;:. \- Cos{J-;. - Cos.Вm +--;:+Сов<;>,,.+ Cos<p,,. ~-;-
о"'"+1. 11.,,. " ' h,,. } 

-- ---I:-+ohm (tg~m-tg~т+1)-ohт+1 '·"+1 .•. • (h) 

i {"и" r.и,,.+ 1 м", a-I,,.+ 1 

фиr. с) р111 = Je" Coi;rш + Cos 1:-~ - Cos;im - Сf)н-~,,. + 1 + 
+ыiт(tgrfm +tgcpт+1)} (k) 

При опредеJ1евни ирогибов узлов верхнлrо полса фиктивный 
груз Рт д.1в с.жучаев, nредставJiенных па чертеже 313, найдется 
из таких формул • 

1 { ао. oU,,.+ 1 аа,,. "~d ... + 1 

фиг. а) Рт= h. -аов/J,;, + Совт,,. + 1 + Cm1;i,,. -0"8 ~;;,-+ 1 -
oh.,. .·h'" _ 1 oh" + 1 • 11.,. } 

- >. + ). • · • · · · • (1) "' ."+1 

фиг. Ь) Р,,.. = ь~ {- с:~я:~. + ~'J~~т -· с~~;::+;,:.:;:::~ -f-
&h.., + 1 • h'" li1t,,.. }•' '" + 1 } + ). - А • • • • • • • (ш) 

"' •+1 
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Иногда требуется дл.а преАваритеJiьных расчетов .1ишь при
ближенное зцаченве длв: nро1·ибов. В таких случаях пренебрегают 

обыкновенно деформацией решетки~ Формулы (d), (е) и (р) дл.я 
фи&тивных грузов при этом значительно упрощаются; в них 
остаются лишь ч.11ены, заIWiючающие уд.11.иnенин элементов поясов. 

3 ад а ч и. 

155) Ощ1едмuть про~ибы узлов иижн1по иояса .wостовой фермы. 
r.редсr;_~тисююй на ~ерrпеж1~ (314). В силу симме'i·риn :мы можем огра
ннчиты~л ;шшь одной nолов1шой фермы. Усилия н 'i'Oiшax и пnощади 
поперечных сечений в ст~ (числа в скобках) показаны на левой по,~10-
вине фермы (фИI•. а). При:м:епим сначала способ, изложенный n § 45. 
Та:к. как rтержпи н:ижпе1·0 пояса расnодожепы rоризоП'l'аJi ьно, то фик
тивные 1'рузы пайдуте.л из ф-лы [си. ф-ла (9) § 45]. 

Рт =Е~о," 

Ддл вычисJ1е~:шл: ЕоОт восnт1ьзуемсн ф-ами (г) § 44 . 'Гак как в 
вamej\I cJy1tae все •rреуrолышки рав'lобедрепныз с прлмuм уrло:м при 

вершине, то n ф-.~шх (с) приде'l'СН П()JIОжuть 

c.tgJ.1 = ctga.2 = 1; 1Jga~ =О 

Полу 11енnые на освош\н11и этих ф-.;~: зюиепиа Еоа. nьшисавы иа 
правой uoJiu!inпe фермы. Польвуясь э•шми nсдечинами, нахо~n 

.Еоо1 =Еоо~=283б kl/cm2 

Еоо2 = E01i3 = 37 41 kl/cm,2 

Если мы s бaJ!ir.e а.Ь (фиг. Ь) ПJ!Идож:п1 соответствующие фик-
тшшые 1·руsы и 1JOCТIJ01.IM длл в.их В(JревоЧЮlЙ ЪШОГОУ!'ОJlЫiИ:К с ПОJlЮС

ПЬI!!! расстоянием ра.1шыи Е= 1,В. 106 kJicm2 1) л прове,11,ем надJiежащпм 
о6р:r.ш:м sамыкающу·ю, то uо.11учиv прогибы в 1·ок же llасштабе, в ка
:юм начерчена ферма. Вхесто 1•рафическоrо оnреде.пепп.я прогибов, :мы 
можем ВhlЧИСАИТЬ их ана.1итИ'10С&ИМ путем. Д.хн ЭТО\'(J вужпо 'l'Ol!bltO 
составить в требуемом сечении изгибающий ио11ент от фвхтивпQЙ на
грузки, пршюженн.ой: 1t 6aJ&e аЬ, и э11'1'Г :мокеит р11.з.к;е.1шть на по.!юспuе 
расето.нпие Е. Например, в yЗJie .2 11р,т1б у2 пайдетса та1t 

У2=1,в ~ нГ (6576. 800-1417 . 400) = 2,29 ск. 

Дла ysAa 1 найдем 

- -----·-- Yi=--i:i-ш- (fi:->71.i. 400) = 1,41) см. 
1) ilpn иec.11 cдtJ33Юi!i прогн\iг ферм oiiы ~rнoreu110 :~адаютс. 11 ве.1 11ч и 1ю:i Ь' 

:мепьшен, че~1 то uщу•Jз.ет(:Л д .::r ; 101:тm.ю1·0 жс·лс:~а 11 ;1 оаытоn на расти ;;;~ в 11е , 
Такик 06ра3011, учптывается у11е.1111ченис нpo1· 11Gou , 1юторuе 1юлу•шетсн от тu1·u. 
ч~·о 3a\t.ileuв:и nеr:1юJ1ыю сдают. 
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Та же задача может быть решена и ияыи путем, при помощи 
ф_цк1·ив11ых грузов, вь1ражеuuых через удлиненил брусков (§ .Нi). 

Д.11л этого 11редвари'l·елыю вычисJiнеи уд.линевин ncex брусков. 
Удлинения эти n сантиметраr, умноженные на 180 и деленные 

на косинусы углов на1t.11она стержflей к горизонту, выписаны па Jiевой 
по.1оюше фигуры (с). По.1ьзу.яст.. ими, кы rrpи пuмощи ф-.11 (d) и (е) 
(§ 4G) вычисляем соо1·ветствуюr ,. ие фик·rиnпые грузы д.•.я уз.11ов 1 •.. 5. 

1 . 
Р1= 200 (+ 24,О + 22, 7 - 27,2) ,-· 0,0975; 

Г2 =_!- (+27,4 +27,.2-18,О)=О,1830, 200 

Рз = 2& (+ 25,3+18,0- 22,7) = 0,1030. 

р4 =2~ (+ 28,8 + 22,7)= 0,2575; 

Р5 = ~00 . 26,2 = О,1310; 
Эти фиктивные. rрувы имеют измерение отвдеченпогп ч11.1.·да и мы 

на иuогоугольннке сил их отложим в масштабе 1 = 50 rпт. По.11юсное 
расстонние подберем так, чтобы о.олучить про1•ибп н uатурадьпую ве
.JIИ'I.ину. Если бы мы uринн.ш Н = 1, то подучили бы прогибы мею:.ше 
действительвы.s: в отношанив: 180: 250, т. к. ~ш преуnелuчи.аи фиктив
ные грузы в 180 pas и аа'j:ерти.щ ферму в маештабе 1 : 250. Чтобы 
получить прогибы п натура.l!ьную величину нужно И у!rевьшить в от-

w. 180 
пошении 180 : 250 т. е. положить его равныъ~ - 250- == 36 тт" что и 
взято ва чертеже. Построип теперь веревочный :многоугоJiъник и про
веди !!амыка.ющую так, чтобы на опорах прогибы воччились равными 
пу.10, мы найдем прогибы всех промежуточных шарниров фермы. Ко
нечно, ;,ш виес·rо построениJJ веревочного ыпоrоуrолынпtа могJiи 6.ы 
оuреде.11ить прогибы аналитическим ny'l'e:и, сос1•ав.1Is1я и:11·ибаюшйй :мо
мент от фиктивной нагрузки н ;s:оля его на .полюсное расстояние. Длл 
середины пролета прогиб nолучптс.11 таким 

r= 1~ <0.1065. 1000 -0,0915. 800- о,1взо. 600 -- о,1озо. 400 -

- 0,2575. 200) = 2,37 CJt. 

Если бы мы nренебрегди деформацинмв раскосов и ПfJ'IШ.ИАИ в рас
чет лRшъ уд"ншенин. С'l'сржней nо.ясов, то им.е.1и бы ;ци фиктивньпr 
.rрузов значенн л 

Р1=0,1.2ОО; Р2=0,1370; р3 :::::О,1265: 

р4 == 0,1440; р5 == 0,1310. 

Соответственно зто:ы:у по"ччаем дл.н сере i~ины uрс.1ета прurкб 

f' =- i~) (0,5930. 1000 -- 0,1200. 800 - 0,137U. 600-- 0,1265. 400 -

-- 0,1440 . 20()) == 1,&6 с:м. 
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ПравеС$реаевие .:дефор11ациеl ратrосов приво~ ~с х оmв6хе JJ 

прогибе 111 2J ;~0/o· 
156) Н~ти крошбьс узАОв нкжнто пояса cиcwteAIМ . с параААеАЬ· 

н11Uu noJICPU J-.epm. ;:IJ5). Д.1я ПроСМ!l'.ЬI предпо.геаа11,. что сечевиа 
по.t.обрав.w 1:11;1:, · что ва:чрвженJ1и во веех сстержявх •.Р• ~рассматривав~ 

:моl сн11•МJ1и•пщй ваrр-1.зке одиваио.ы ·и ;равны + 9{16 .щ,ст2. 
Тоца npa ;rказавuых на чертеае раsмерах JJr,.DDJl:ВJJ и укоро

вевия стеравей \DО.асов е стоев будff.' раа:иы 1 тт. 
Уд.1имвне ;Раскосов, деленное ва .IIOCllBJC yrJa iraКDвa к rори

эовту, буде!' рnв1> :J tnm. Крайние паве.111 вижвеrо 1'!QJU:& ill.pИ вертя· 
.кмьвых пarpyзttu: ве исtlJlТают уд.1ивев.и.й. Фиктиввwе rpyw ц.ян уз
. .JQВ .1евой по..1t>ВIВ:Ы фериы вайдутс.я при нхощи ф-.1ы ({). 

Дна правой м.1uвиян \JIО.1ьзуе:мся ф~ой (р). Наконец, .i.1111 .среднего 
JЗО и11ее11 ф-.1у (li). 

Првмев~в 11'f:Y .ф-.1у :в аашей ферме, В&'Й}J;ем 

Р~ =.;.., {t-:0,1 + 0,1+0,2+0,2 + 0,1 + 0,1} =О,004. 

Dо.жьsуась теверь ф-ами (f) и (g), пахо,1;11w д.1а всех осu~ьвых 
f8.IOJI :вижвеrо по.аса, 

Р,,.= ioo ( +0,1 + 0,1+0.2 - 0,2 - 0,1 + 0.1) = 0.001. 

Сщовате.rьио, проn1б cpeJ.вero уз.1а яижнеrо пояса фер11ы бr~ет 
равев 

( = 0,006 • 1000 - 0,004 . flOO = 4 ек. 

К !'OllJ ае резу.1ьта'l'J 11ы орИ111.1в бы, ес.1и бк воепо.1ьзова.ав~ь 
пркеко11, 11Uоаенвык в параграфе 45. При11езu ф..1ы (е) (§ 44), кы 
вахо.Q1[ А-1.1 cpeABero уав uaвero воаса 

Е89,== 7200 kl/cm'. 

Дц upo111x ys.ruв пo.1y'Пllf 

Е06,п = 1800 kl/l)m 2
• 

Состав.1.ая иsr11бающ1I 11охевт по сере,t1ве про.1ета ферvн и ){f'.IJI 

ero ва по.1юсвое расето.ввве Е, вайдек 

(=( 10800. J000-71IOO. бОО) = 4 
1,8. 108 ~ С11. 

157) ПосмроtАm& Ашшю npoittбoв дАя 1JЗАО8 ни:жнто пояса кoнco..tъ
tfOil фер..,. (черт. 316). М:н 11uже11 вы'lис.1ить фиктивные rрузы в уз
.11.-~. ввавеrо пояса при покощи ф-.1 ((). ({') и (q). Исuючеии.я состао
ии .1впп. JЗПI А и В, так 1а1 .ВJr.есь оба сосеJ1,вие раскоса ИАJТ к 
ае1,швве стоЬв. Соответствующий фиктвввый rpys коает быть ooJiy· 
11ев бе:J 11С81вх затру~вевиl по ф·JJe (h). За:м:етl!в, 'IТО этик способом: 
Uill'O~Bo поnзова!'ЬС.1 uшь в ток с.1учае, еСJ1и в J1.а.1ьяейmем не 11она
Аобпе.11 внчвс.1ать вs»еяевва yr.toв. Ес.1и же уг.1овыа вsкевеввя до.tжвы 
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~ыть вычис.1еяы .uл JJ.pyrnx циеl, 1"tприиер, д.rв oпpeдe.retrU ~ono.J[· 
:.ительпых яапрв.а~ний, то тor.1ta. гыцодпее, при опреде.кенп проnибов, 
восооJ1ыюва.тьс.11 ф~й (!J) (§ 45). Па.iiцв все фиlt'J'ивные rрузи :и по
.tтроив ДJIЯ них ео<mаетствующий вepC.ВfllJHNЙ иногоуrо.11ъпи1t, м1l ~олжны 

6у.tек ца опреде.1еи>кн прогибов, провести надJtежащим обрамм: замы
uющую. Если опорw пе осе.1,ают, то :закымющая ,t0.1жпа uро~щ1,11тъ 
'l'&lt (фиг. Ь) что6ы прогибы ла опора1: !Jl&BЯRJIИCЪ пулю. 

Когда прогибн JЗJIOB нижнего и~>лса найдены, то в ферэх с . 
стоймии сейчас же коrут быть пайдеиы .и прогибы r,оответствующих 
верхних узлов. К прогибам нижних уа.1.ов нужно будет прибавить ежа· 
ти.я С1>отnетствующих сrое к. EcJiи бы :11ы же.1а.1Iи иепосредствев ;~::о 
опре,1.~l{ТЬ прогибы верхних узлов, то вуано было бы или вocnoJIJ.. ·· 
зоватьсл приемом параграфа 45, или ае яосподьарватьс.я ф-аии (е) , 
(m), (n), (р). 

158) Построить ~инию про~ибов д.ui сметем, преdстаменных на 
чt!ртеже 317. Фих'(ивцые I'P1.3ЬI д.Jla ферма, представленной ua фи
гуре (а), аьrчис.1яеи 110 ф-.же (f), и строик Jl,U пих веревочный много· 
уго.11ьви1. Ч:'l·обы провести закыха.ющую, вы41ве..им на основавии уци
нений сторон треуго.пъника АВС прогиб уз.rа 1. Замыкающан доJiжна 
быть проведена та1t, чтобы в точке ~ прогиб ра~н.11лс.я ну.11ю, а в точке 
С--вай,ценноl преJ1,варителъвыи расчетом веJiичвве у 1 • При определении 
прогибов ця системы, пре)(став.аеввой на фигуре (Ь), нужно построить. 
веревочный кяогоуго.аьви& .цлн фиктивных грузов Р1, . . .. Р1. При 
внчис.1евии этих грузов по ф-а• (d) и (е) (§ 46], д.1иву АВ с1J1Jтаеи 
веизиенноt. Прогибы при.цетсн отсчитывать от первой стороны вере· 
ВО'IВОГО 11вогоугоJ1ЬНИ1tа. 

§ 47. Опредепевие ивм:еиеиия .uивн хорды шариирвоrо много 
уrопьиииа. 

В некоторых чaCll'BЬI:X cJiyчasx, вапри11ер, при расчете трехmар
аирвых арок, вопрос о построении JJииии прогибов коает быть раз
решен АВШЪ пос.1е предварвте.пьвого реmениа задачи об взиевевии 
А.а:ины :хорды mарнириоrо :киоrоуrоиьвив.а. При построения Jr;иаrракиы 
переи('щенвl .1;.1а mарвврвоrо квоrоуго.1ьвика (§ 4З) :кы А&JИ тавую 
общую форму.ау (ф-.1а (с)] .ц.жн праращеииа .1..1ивы :хор.а:ы: 

"-1 " 
oL= ~ 11,м. + ~ CoS'fi . oli . . .•... (а) 

1 1 

3.r.есъ 11ерез ~i обоsва11евы yr.irы ва1.11ова cтep&!Iel квоrоуrо.1ьви1а к 
:1ор,1;е (черт. 318); через Yi -расстоа:вве уЗJ1а i ,1;0 хорда, через ~li nри· 
ращевве .1;.1ивы стерzвв li· Ивоr,1;а, :кав кы уае умsывuи, внгодн('е 

ве вы1111СJать иhевеви.я уг.1ов :\61 и выражать фиктивные rрузы, ву•
wе пр• востроепи .пняи врогибQll, вепосре.1;ствевво через у ,1..1ивепи.я 
бр1сsов. В тако• e.tf'lae, • иs•евевве .1;.1ввк :хор.1.к выrо.1.во пре.1.ста· 
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вить в зависимости от у&е вычвс.1(шоых . значенвй фиктивных грузов. 
Воопо.11ъзуехся длл это1'0 ф-о.й (си~ . § 45, ф-Jia f). 

~ ~ olm ы ... +1 
рт= O{jtl/. - - l- tg~m + -l~ tg~m + 1. 

"' -r1 

Ф-.1а (а) может быть теперь переписана в такоu виде: 

"•-1 п-1 / bl. ~l : ) а 
oL = L, ~lipi + 2'. '!Ji { + tg~i - l ~.-±-~ trJ~i + 1 1- L Oos (rii - а) bli . . (Ь). 

1 1. \ ' •+ I / 1 

Нтора.х и третья ср1мы. .в правой части этой ф-лы зависят 1;т 
уд.1инений брусков. причем каждому бруску i будут соотnетс-. тоrш.' 1; 
такие трл члена: 

Принимал во внимJшие, что 

Yi = Уц Cos7. 
И, ЧТО 

1li - 1Ji - i = Ai (~q~i - tyC1.), 

перепишем эт;1 три ч.11ена в тnком виде: 

Ql . 
Cos11. • --i.- tg~i . Лi (tg~i - tga.) + oli Cos (~i - а) ~= 

• 
-- bl. r·~i~i_:_8-i~ (~._ =~ + Um; (З. - а.) 1- ы.__~ - ~~~~ 
- · i Cos~; · 1 i j - СФ>i1, 

lloc.1~ отоrо рреобраsонuнв:.я, ф-да (Ь) перепишется так: 

Г " -:--1 '" ы . l 
о/,= CoS'J. 1 ," .lj ·Г · -t- \' ----;.-- 1 k.. t i "-' GJs". 

L 1 1 ~ . / 

. . . . . (е) 

Когда фик·гивпые Г[JУЗJ.Т пай.цепы Itаiшм-либо обра:юм, то выqи
с;rеп11е oL по ф·.~е (1·) ЫIJШG'r Gытъ ВЬIПО.IШепо бе:~ Щ'.ii~iJX :~атид неп н й. 

3адачи. 

l!И) Посrщюи1m> /Ъ1ЩЩ!) чl(;щб(){j r)ля узлов 1t1iЖl{C10 iivяca <fермы, 
предста.11.и ·шюй на черте;нсс (S ! !J_). П!).11ъау.исt. ф-ами {d) и (е) ~ Mi, мы 
Л~!'&v ВЫЧИСЛ.!ltt• фИКТIЫНЫf: rтy::. f.I. рт ll СТJ,fШЫ ДЛЯ' НИХ. Веj)ОВl:ЧНЫЙ 

:ЫЯОГОУl'{)J!'>IНШ. aar!fbllla.IOЩ~i! , 01' !\О'l'ОРОЙ Jl.ЩUl•fШ нрuи:ННJДИТЬСR t•Tt:ЧCT 
111ю1'Rбuн , r-о.11:жна 61.i'Jъ пронеде!!а 'tl\li" чтоitы Gшш УАОRЛ<~творщtы усл()-
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вил па опорах. На .11еной опоре, в нашем r,лyqae, прогиб равен нулю. 
На правой опоре перемещение шарнира В имеет за.._анное- ваправл.е
ние , сАедоватед~,но, QТПошение иеж,1.у вертика.лы1ым и rоризонта.1ьвым: 

перемещени.чми опре.це.1летСJr yrJ1o:м <jl. Горизонт~uьное nepe:v:eщeняtJ 
равно, очеви;щr,, приращению 'OL хорды А.В и может быть :вычп~.1ено 
по тоJiъко что состап.JJ'евной ф-.же (с). Тогда .В..!Jf вертика.~Jы1ого перс· 
мещепил ТОЧСl! в буде:\! ИМСТL ве.11ячиву oL tg ·~· По этиu дашшм 
может быть 11р0Rедена за:иыкающал, 01· которой: в:5жно отсчитыuать 
IlfJC'ГИ6U. 

160) Посrпрои.ть линию прощбов rl.~я ни:J1С1и~ю пояса ферл1ы, 11 ред
ставдснШJй н.а •щипеже (320). В этом сдучае юн1еuеш1е д;Аины АВ 
равн:о сумме }'д;дшеаий 'брусков нижнего пояса. Вы 1шслив ero, находим 
в0ртикальное перемещение точки В. 

161) ll остроит:ь дuuttю щющбов для уз11ов мижнеtо пояса трех-
1дnрнирной арки (чсрrп. 321) . На левой по;ювиnе дапы некоторые раз
меры фермы в сантиметрах, а на правой, увеличепuые в 10000 раз, 
изменен ил длин стержней в ииллиметрах. У дли пени.а эти · вычис.пенн 
)(дJI случал дейстВ1f11 одного 1·руза, nридожевпоrо в ере.цнем шарнире. 
Дr.н БHЧИCJle!IИJf фиI,ТИВНЫХ грузов .Р1 • • • . р4 110.nьзуемсл ф-ой (f) 
[§ 46). ТогJ1,а, привимал во внимание косинусы углоп наклона е.тержней, 
получаем 

Р1 = ~JO (-17 5 - 600- 600 + 477 -400+ 201) = -0,29; 

Рз = 2; 90 (-372 - 633 - 477 + 300 - 201 + 77) == - 0,49; 

р3 = 18
100 (- 52~1 - б(i3 - 300 - 104 - 77 - 11) = - 0,89; 

р4 = 1<;10 (- 473 - · ()16 + 104 - 601 + 11 -- 53) = -1,15; 

10 ост 
)"' 0-~ = - (577 + воо+6зз + ввз+ в1в)2 = -6178; 
"'i:". ,051m 

Pry 1 = - 0,29 . 1440 = -417,6 mm 
Р2у2 = - 0,49 . 2560 = -1254 mm 
Р3у3 = -· 0,89 • 3360 = - 2990 mm 
Р4у4 = -1,15. 3840 = -4416 mm · 

4 

~РтУт=- 9078 mm. 
1 

Чтобы получить фиктивнь~й груз Р,, соответс·rнующий средне•}' 
шарниру, воспользуемСJI ф-ой )(.llЯ и:ш~пеа'ил ;~;липы хорд1.1 11 папиmеи 
общее выражение длл изменепин расстояния между пижпиw11 оnор~ы:ми 

шарнирами 
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Так' как n наmе11. еа.учае опорные ! шарниры предuо1а111uот.1ш ве
поднвжвнми1 то oL =о я wы nо.пучае•1 

~ . ~ ~и," 
2,:.; Р",у,,.+ i:. --

p5 = _ 1 Сонт,,. _ __ 9078_±_ 6178 _ + 
6 08 - 4000 - ; . . 

По!!Б€fись найденными зш~.чевиsми длл фиктяввых 1·рузов , мы 
лerr.o мо;~м 1ю.1у~шть про1•ибы ИJLИ г11афически, путеы посТ}юевин 
r.оотве'l·ствующеrо веревочного м:uогоугольника (фиг. Ь); вл:и анаАити
ческии пу·тек; nнчис.11ял в:шибающие моменты от· фиктивных· rруаов·, 

Имен прогибы нижнего поJ1еа и знаs изменение. д.1ин стоек, легко 
внчис.1кем также и прогибы уз.аов верхuего пояса. 

162) -Построить линюо проsибов дмt '!JЗA()(l верхнеw noJ1ca трех
иtарнирной apкit с затяжкой (черт. 322). Если предваритеJIЫJО вн
числевъr измен.евин уrдов 06

1
, ~02 , 00

3
, то длн uоJiучевия of}, можно 

воспо.1ьзоватьс.11 ф-ой (с)§ 43. По.1агал, что УJl.JIИНеиия oL затяжки АВ 
иай,11;ено nредщ~.рите.1ьвыи расчетоv, Jllil опреде.11ИИ o0t И3 ур·и.и 

з 7 8 

oL = ~ Ym а6т + ~ Ут а~т + у{ ofi• + ~ оО1пСоs~т . 
1 ~ 1 

Ее.кн бы кы no&eJ1uи найти nроrибы, не опре,це.11вя уrжовых из
менений, то фиктивные грузы CJЩ!;OШL-'IO бы вычисяи.ть на · основа.вин 
ф-.11 (d) и (е) [§ 46). Д.1я ооределевия изиевевия д.1ивы хор,в;ы мы 
воспо.1ьзова.а:ись бы в таком C.Jiyчae ф-ой (с) [§ 47) . Вторая сумма. в 
правой части зтоl ф-.11н J1,о.11жва быть, в та.кок случае, раеnростране1:1а 
на все JJ;вaroвa.111 фер)[U, ,цва 1tрайвие стержня верхнего пояса и .11;ва 
срщщих стераив вижвего поgса. 

163) Найти шменение длины хорд~ .АВ для фермм с крайними 
4iсрп~ика..~ьнмми стойками (черт. 323), если фкхтивные ~рузы дА.Я yзAOtJ 
верхнею пояса найдекм предвар~т1еАьным расчетом. It. mа.ряврвоху 
хвоrоуrо.1ьнику АО . . . . . 6В мы не :можем непосре.п;стаенио прихе
нить ф-.1у (с) [§ 47], так как крайние стержни имеют вертиJtUьяое 
направ.1евие. Эrо затруАвевие хоает быть устранено вве)f.евиек .r.o· 
uмвитеJiьных стержней, укnsавnых на чертеже пуиктвроv. Допо.1ви
те..1ьные cтepжRJJ счи1'&ем: абсс.1ютво 3'еtтUП 11 брусии .А.А1 и ВВ1 
11аправ.1яем по хор,це АВ. В та1tом схучае, 11ЗХеяевие расстолшut А1В1 
будет равняться искомо:ку изменению расстонввя АВ. 

R mарвирвоху квоrоJ1'0.1ьвику А1 О . . . 6В1 хн коаэм првкевитъ 
ф-.~у (с) [§ 4 7], вуаво то.rьао, к уже вllЧ.Вс..1еввых rpysu, покещеи
внм в ys.u.x 1, 2, ... ~ 1 ), присоеАИmrrь еще. rр)'8В Р0 в Ра в кра.й
вп yuax. Грузы эти вычис..~.а!D'fса преаП11 сJЮСОбо•: вуаво рассмо
треть систему, пре,1;став.1ещю иа чертеае (3~) • в IIOIJЧeвиol тап• 

1) Д.U llJil'llМ'.l&ЯИ• этих rpysoв яуаво llJJIUlelllmt та&оl ае nриб•I SAJt 
Щ1а QЮТIWевви ф...ш (f) § 46. 
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образок общей ф·ле [cJL ф-.111 (k)J 1..111 фиктивиоrо rpysa вуаво при&ать 
1О ви1П1&11в~ что J..la яашеrо cJ:rraa при яuчие..аевви J>0 ~ U,,,. = atf"м: О, 
так как пр.веое~uеявые паки стержни иерас·rяжимы. Кроке тоrо, 
R.- 1 =О. На-.е'lенвый здесь приеи, осповз.вный на. ввехевии · • · а
сте:ку J,OOaBO'IBЬIX аест&ИХ стераяей, моает быть с IЫГО.l;ОЙ ИСПО.IЬSОJ&В 
при решевии цe.ioro ряда JqJyrкx аада'I. Так, ваприиер, вх :коаво : ВDС:
по.аьзоваn.са .в ток с.1учае, коrд& требуетса nоотровтъ .111вв1' проnб& 
д.111 уз.rов mа11вирвоrо :квоrоуго.11ьв11ка, пpir чеv Ф•sтвввые rрувы :111• 

. ражеиьт через угловые вsиеяевиа 06 [§ 45]. Ес:.rи в mарвироон к11ом
уго.1ы1ике виеютс.я стеравк, в:оторые расцо.1ожены по току же ваuра

n.lению, по которох1 ищутся прогибы, то построеяве .1ввви проr•б& 
встречает затру.uекие, &оторое :моает быть устрз.яено ввеJ.еикек· аесt
квх: стержней. Ес.п вужво начертить .1ияию вертика.11ы1ых проrибов 
JJ,JIJl шарпирвоrо 11воr{)уrоJ1ьвика. (фиг. а). имеющего вертиu..uвый . бру
сок. то хы встав.11вем хежАу соответстаующим:и узлами ,,. и т - I 
абсо.1ютво аесткие стер:вви mtn() и т - 1 - то. )µа у.-.обства · n.iь
вeltmпx вычис.а:еиий, выберем уr.1ы яаuова этих стержней так, иаЕ зто 
указано на фиrуре (Ь). По.а:ь3у.ись общнки ф-аки {§ 44) ваЦем, Ч'l'о 
вс.а:ецствие у.1;.111uеввв ilm стерава lm yro.1 треуго.1·r.вика (фиг. Ь) uри 

ыт 
верmвпе то уве.1и1111тс.а ва веJiичияу 2-1-. Два другие yrJia укевъ-.,. 

&l,,. 
шз.тсs, и соответствующее приращение будет ра.вво - -z -· На ос11ом. ... 

фиктвнвый rруз в вершине то АО.l&еИ нии этого заuючаек, что 

,., ol"' 
Что 1асаетсв фиктиввuх грузов Р tn _ 1 равваться o6mo = - 2 -t -. 

" в Рт, то при

нив•и 1) 

вх вычие.1еяии нуаво считатьса с 

tl,,. 
S6m-i +а-1- в 

"' 

yrAoв1i11111 изwове-

При построевив. веревочяо1•0 кво1•оуrо.1ьииа яужво руковожсrво
ватьсл таким: порядком грузов: 

Рт_ 1• Р,,,.. и Рт. 

164) Определить при помощи д1.то..с"ительных жестки.с стержнеlJ_ 
.шнию про~иба фермы, представАенной на чертеже 326. Чтобы избе&&~ · 
nредварите.пьяого опре.J1,елевин у.ц.11ивевил хорды 0-8 (задача 169),. 
иы введем допо.Jtаите.11ьвые шарниры. 1, 3, 5, 7 и .1,оuо.ав1те.!ьиые ве
растажимые стерzяи, nаиечеявые ua чертеае пувхтвром. Yr.1oвue 
изкевеuк AJIЯ шарвиряоrо многоуrо.1ьвкка О 1 2 3 4 6 6 7 8 .1er10 

----·---
1) Изиевеиил об,,._ 1 и М,,. отвосатс1 к первова11&.1ьно11у шарвирвому 

uoroJrOJьнo:кy с вертвunвwх брусао•. 
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вайдутся по иsмеяенили углов фермы и fГJ[OB треуrоJiьвиков, обраsо
вr.пных до1ю.1111ите.nьньшп стержнями. Так как стороны этого mаряир
о.ого многоугольника абсолютпо ве рас'f.я&юrы, то фиктивные грузы, 
как вид.во из ф-дьi: (f) i§ ,15), опр0.1,е.1яются уг.1овы11и взмевевипи и 
пе завщ~лт от nа11равлеюш, по котороиу ищете.я прогиб. Мы выбереи 
напраюение. перпеu.'(иr.ул.ирное к п.1осиости скольжеви.я правой опоры . . 
Д.tл этого направдения прогибы 3а опорах нули, и иы без затру.1.невий 
наход,им нужную нам замыкающую. Itoг;i;a перемещея11я по известно!fу 
папра1Jле11ию най:tеrш, ·ro в елуч~е мноrругольпика с жесткими сторо

нами сейчас же можно найти 11 полпые неремещеввл узJiов [§ 43], а, 
!:Аедоnателыю, n го~изоuталыше про1•ибы фермы. 



ГЛАВА V. 

Статичесни неопредеnимын ппоскин фермы. 

§ 48. Выбор лишних неизвестных. 

Когда. пдоская ферма с n ума.ин sакдюча.ет в себе более . 

чем: 2п стержнеfr, считая в том числе и опорные бруски, . то чsс.110 
ур-ий, которое с·rатика дает ддн определения уси.шй в · стержнях 

будет :ъJеньше, чем чис.~о неизвестных. Задача об опредсд'ении · 
стерж.невых усп.11ий лвл.яется, т:щим oбpti.Soм, с точ1ш зрения ста.· 

TBJtИ неопределенной. Мы .можем Щ}ДОбрать в это.и счqае. CJIO.i1ЬKO 
уrодпо различных систе_ усилий, удоRАf"rворяющих усдови.ям рав

новесии всех узлов фермы. Во:;i.ыс:а, например, ферму с одним 

л u;шuюt стержне!~ (черт. 32'1, фиг. а)., Ныб-расывая стер.1'евъ аЬ 
и заменял е1·0 действие Ба оста.>rьвую систему двум.я неизвеет&ыми 

noRa свл:~.ми 8, мы nрих<Jдим к статически оr1рцеленной сиет·~ые 
(фиг. Ь), которая · легко может быт~ рассчитана одвяк из и;:; вест·
ных нам приемов. Стержневые уси.il.ИВ в этой системе будут за-

11и сеть каr' от влешпих пагрузо:&, таI: и нт еил, нредстав..1шющих 

усилие в лuл.и,не.м с1·ержпе. :Мешш эти силы, .ыы 6удеw ПOJl)"ЫTi> 

все нот.:ые усидил в стержнях фермы, удов.аетвор.аю1цяе уе.чоsшп1 

равновесия всех узлов. 

Однако :sадача остается неоnрЕ'дс.11.еввоli JВ!.ШЬ до тех пог, 
пок.а 11ы нс цриним:аем во внимание дефорwащш свете.мы. EcJ11 жt: 
принять в расче·r, что бруеки фермы под АеЙСТВИ('И воsня&ающих 

в них усиJ1ий ияиеп.нют свою дJ1ипу, и что эти ·изменевю1 в ста

тически неопреде.1епвых системах н ~ .ввл.liютсli совершенно nе::щ,· 

впсимы1п11 то :мы сможем па. еевоnа~пп ус.iюв2й д~форыадш1 е:; ~ 

е·rавить J(Опо.~ннтельпые ур-ил , gоторьrе совжестпо с ур-илЫи: ста· 

~·яки вш;две опреде.м·.r усп,;шв во веех opycimx е6ст~м1;~. Обр.а~ 
·oi s:tл :t> нашему примеру. Под дс~стшщм Jmt;illeиx c11.:i: .1! у еи.1п1~ 
S система несsоJъ&о деформируется, аз:мен.в:етсв длин~ брусхоR, 
расстоляие меж,11;у ys.1a.rи. В чаетвостli ивиезаетед та.ш~е й рас· 
столние :межАу узна»п а и Ь (фиг. Ъ)1 & iioropыa Пj)НJ.041.f:евы сы,1ы 

4 
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8. Так как в зцапяоА вак систе.11.е (фиr. а) между этnи уuа11и 
расположен брусо& аЬ, то, очеви.а:но, что из всех uоsкожвых, с 
точки зрения статики, значений усв.11иl 8 нужно выбрать такое, 
при котором: изменение растоавин :иежду узлами а и Ь как раз 
равнветса у,а:.1ине:Ви:Ю 

"'l Sl 
о== EF 

лишнего бруска аЬ. Это .а:опо.11пите:п:ьное условие совместно с ур~ияки 
статики даст во:nюжность найти уси.11и.я во всех брусках системы. 

Подобные же дополнительные ур-ил, основанные на расс:мотрении 
деформаций систе:мы, могут быть составлены и в бо.1ее с.11ожных 
случапх, когда nриходитса вме·rъ дело с фермами, вак.1ючающи11и 

tre один, а несколько .1ишпих стержней. При решении этих за
дач мы будем по.11ыюватьсл теми общИм:и прие1щии, которые бы.1JИ 
изложены в курсе сопротив,ценин :матери11..11ов 1 

). Мы будем пр~t
:меплть способ. Максвеля-Мора, основанный на начале возможных 
перемещений. Будем пользоваться нataaJIOM наименьшей работы и 
теоремой о взаимности перемещений. 

Д.1я реmениа вопросов, связанных с переиещенилии уs.1ов, 
будем полыюватьсл приемами, издожепяым:и в предыдущей главе. 
Приступал к расче1·у системы с лишними брусками пряходитсл 
преж.це всего вы.вснить вопрос, нвл:яетсл .1и данная ферма гео

метричес:кп неизмевлемоlt, · так как только жесткие системы могут 
найти практическое приложение. Подвижные систе.мы на прак

тике пе пригодны, и их :мы исключим иs нашего расс:мотреявя. 

Например, система, представленная . на чертеже 328, я:кеет один 
диmпий стержень, но не обладает свойствами rеометрическоli не

изменлемости: две жесткие части, .sаmтрихованные на чертеже, 

могут перемещатьсл одна отвосителъRо другой всдедсТЕие перека

швванпл четырехугольника abcd. 
Такан система, очевидно, не может иметь практическоrо при

ложения. Тоже самое вуж.по сRаза·rь относительно системы, пред

ставленной на чер1·еже 329. Система эта представллет собою ферху 
простейша~о типа, uрикрепленвую к земле четырьмн верти:ка.11ь- , 

вымя опорными стержнлмu. Один стертень лишний, но система 

подвижная, она может совершать горивонта.пьвяе перем:ещевия. 

1) Курс сопротимеиnа 11атериа.1ов, r1ава XIV. 
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Система представ..tеввав на чертеже 3SO, также будет rеокетри
Ческ.и ивмепвекuй. 

Здесь мы и:м.еем: тот- всuючите.1ьвый СJiучай, воrда. все опор
ные стержни пересекаются в О.Цноit точке О и равновесие в~
:можно J1иmь тоrда, ecJiи равяор;ействуюtцая внешних еид прохо

ЮfТ через точ&у перееечевВJ1. опорных стержней. .3 протв.вво111 
с.жучае ферма получит значвте.а:ьные перемещении. 

При . решевиа вопроса о том, какие стержни еистеw при
никать за лишние, следует выбирать эти стержни так, чтобы . по 
их ус.травевии по.~учuась жесткая статически определенна.я ся· 

стема по возможности бoJtee простого вида. 

Такую систему :мы в д8.11ьнейшем будем: называть матюй 

системой и.11а основной сuстемой, а соответствующие стержни не· 

обходимими стержsвм:и. В ферме, представJiенноi\ ва чертеже 327 
за лишн1tй стержень :можно принять стер.жень аЬ или стержень 
cd. Остальные стержни авJiлютСJI необходи:иыu.и. При устранении 
одноrо иs этих стержней ферvа · становится геометрически изме

плем:ой. 

В сдучае двухшарJ1ирной арки, представленной на чертеже 
331, мы имееи систему с ОАНВи лишним стержнем:. Приним:ая sa 
лищиий какой-либо брусок фермы, например, стержень аЬ (фиг а), 
иы, 11ыбрасыва1! его, получаем: статически определенную жесткую 

свсте:му-трехшарнирную арку с сре.v~ии шарниром О. Расчет 
ферvы будет проще, ес.~и за лишвиli вsлть один из опорных стерж

ней. Устранял закре11ление, препятствующее правой опоре со

вершать горизонтальные перемещения, мы приходим к ·простой 

балочной скстеие , (фиг. Ь ), которую и CJieдyew в данном случае 
принять за мавную r:исrм.му. 

При расчете системы, представленной ва чертеже 332, неJiьзя 
брать· за лишнюю неизвестную какой либо раскос или стержень 

верхнего полса, так как при удалении одного из этих стержней 

по1учается геометрически измен.яемал систе.иа. Если :мы удалим, 
например, С't'ержень de 'l'O 11олучим систему, С4)Ставлевную из двух 
жестких частей, соединенных с опорами и между собой тремя 
шарвиl)амп а Ь и . с, .~ежащими па одной прниой. Такал ферма 
не бу,1,ет жесткой. Ма.ш:м уд.щJJ:еяилм: участков ас и сЬ будут 
соответствовать зиачите.1ьн:ые перем:ещенил шарнира с. За лиш
ний стержень в данном случае проще ~сего принят~, с 1~ип из опор
ных стержней. 
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Задачи. 

165) ОпредСАuть чис.w .-uшних неизвестщ,~х и наметить Аuшние 
6руе?Ш в фермах, предс1пd4.итных ка чертеже (333}. ·Система, пред
став.1ениаа ва фигуре (а), u.rнетсл фермой простейшег-0 типа с оiник 
JIИШВИХ опорным стержяек. 3а J1ищню10 неи3веетвую проще всего вы
брать .сре}(НЮ'О опорную реа.1щию. Выбрасывал средtrЮ:ю опору, :мы 
получаек ~лавную cucmt>.мg в ввже фермЬi простейшсw ти11а, опертой 
по хонцаи. EcJtи бы мы sa лишвий стержепь приял.жя правую опору, 
то ~Аавная система nредстав.и.аась бы в виде консольн.ой . ба.ruчной 
фермы. Закети11, что ве.;tьзн прияииать sa .1ишний 6pycon то 3акреш1е
ние .1eвoit nеподвв&Вой ouop1i1, :которое препятствует этой опоре пере
:ыещаться в Г.Qривовтuьпои ваправ.1ении, так шк при ~тои :мы п0Jrу

чп.1и бы поJJ,вижную систеыу: все три опоры J(t)Пуска.1и бы rори:юнтальное 
перекещевие фермы. 3а .1иwвий брусок можно быJiо бы, конечно, при
нять один из брусков ферuы, во тuг.г.а бы мы пришли х ~лалной си.
стеме· бо.1ее с.1ожного вида, n ковсо.1ьно·балочной системе и.rя .к двум 
(}11J1очвы111 фермам: опертым по :кОJщаи . . 

Фермы, nре){ставлеавые ва фигурах (Ь) и (с) имеют по дна 
ли11.тих бруси, так кг.к здесь мы имеем систе»ы простейшего типа, 
прикреп.вепные Jt фуnдаиенту ш1тъю опорными стержпш1и. 3а лишние 
бrуски выгоднее всего nр~\ннть те, которые соотиетстnуют средним 

опорных закреп.женияv. У стр.аuяв сре.ж;пnе опоры, приходсм к ~лавн1.tм 
системам простейшего типа, опертым по концам. 

166) На.метить Аишние брускt~ в фер.иах, прсдспшмепных на, чер· 
iпсже. З34. Jierкo !JИ){еть, что фермы, прцстав.11енные на фигурах (а 1 

и (IJ) обращаю~·сл n системы просrп.ейше~о ти~1а, ·ес.н1 ныбросить один 
и~ брускон ПО){RреJL1в:ющеrо mнрепr·е.кя или nодкреп,1иющей цепи. 

За л.иШний брусок, и n то:м: и в друrоы ~.дучаt>, вiiroдuo nзn't:f. бру
сок аЬ. 

Систеvа, пре.1стаuен1tал ва фигуре (с), состоит из Авухmарнирпой 
арки. успJiенпоИ цепью. Эта система закJiючает л.ва лиmnих брус~.а. 
Мы обратим ее .в статически опреде.rимую, если 111.~брnсим одuо из 
:~вепьеn лепи и устраяик то опорное закрепление арки, JСОторое пре-

11лтст11ует О,1Щ6Й из опор совершать rори:юпта.11r,ные 11ереиеще11иJ1. 
Можно !!ритт11 к мавной cu;:rneмe и инымп путями. Можно, uа

првиер, устрапить о.в:по из спорных ~~акрепяеянй и один из стержней 
~pltИ, ТОl')Щ nрИ'.еИ К цепи, ПОЛКреттлеННОЙ двумя жec1•JtиllИ балкаr.и, 
евизанными . шарниром. · 

167) н·плшnить лишние бруски в систс.11ах, ЩJесiсп~ав.~енных w:z, 
•tсртежс 335. Систе11а, пред.стаnиенпuл на фи1·уре (а), лnллется про
етейmей фермоif, прикреп.женлой к фупдаменту четJJрьмн опорпы-ми 
стержням я. Наиболее простой IЩJI; uy дет ю1еп. ~лавцал сщ:тема" t'CJIИ 
иы за л1шший брусок примем u11ор1шй ете ржt•НJ, alJ или ul. И JJ том 
и в .ж..ругои с.11учае, мн Придем к ферме нростейmего тппа, опертой n 
двух точках. Закетик, что брусок се яельзл 11рин.ятт, ~а лиmш1й:, так 
вак с его устранением мы прихо:~.ии к жесткой ферме, .11ри~rреп.1енuа:й 
1t фун,1.аuенту тремя бруrками, пе1>ес(>1tающиuиr.я в 0,11.пой точке а. 
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Такаа СНМ'еНа, как кн- знаем- (.§ п );, яе обл:цает Жt\L'Т&Oe'l'ЬJ). По
добное sажечание отuоситса вообще· ко всем стойКа.111 ir p~toca.1 cu- . 
стемы (а). 

Сястеиа, uред-став.11епоак ·на; фиrу,ре (Ь), обращается' n Пр(.)Стейmую 
ферму с· опертыми концаыи, еезш м.ы у-стра11Им: опорные брусu 1, 2, 
:J и 4. Эти бруски и сл:е.5;ует приви.тI» за ;щutнue . 

] 68) Ilоказшть, что в аер1W8шJной двух·шарнирной арке, предста· 
вл.енной на · чертеже {136, бруски q,li tt ' cd ffe мо~ут быть прuняты за 
лишние. В самом деле; f.СЛИ . мы 38 .1щ.шниu брусок при111ек стержень 

. аЬ, то по устранении . еГ() uо.11учяк сис·rему, составленную· яз .11.вух 
жестких частей, соедипевuых между собой фи1tтизвыи шарниром С. 
В вашем случае, шарнир этот распо.11аrаете.11 на прямой А.В в всл 
система r10.11учаетсл не жесткой. Опа. будет обJiадатъ такой же по
двнжвостью, как пре,1.ставленнал ва ф.ягуре (Ь~ система, сосюnдеnвал 
из дnух бруско-в, дежащих на . одной прямой. То же замечание отно
ситсл и в: бруску cd. 'Если мы s:i. л.ц~аниi4 . 11риме111 другой к1шой-.11ибо 
брусок , 1·0 ~."'авная ~щт~е.ма преде·rа&итс.н .JJ ы1~е трех:парвирной арки. 
Проще всмn, в данl!ом случае, за л1.нинее sакрепдеnие прuнлть то, 
которое нреuятсwуе~' горшюнталъпы:м перемещениям. одной иs опор 
арки. Устраняя это аакрGпдение, нолучае:м. мавную систему простей
шего типа. 

169) lfor:aзamь, что дву:rпролеп~ная силше~щJUчная (J,ро-чнан (:ucmet.ca, 
пр•~iJставленная tщ черте;ж:е 887, иА1еет одt'н лишний сте1Jжепь н что 
:и. лuщний cnu'p-ж:cui, нельзя 1;,р-ннимать т.о закреп.ление, 1Wrnopoe пре
mtтств ует <0ризонrпа.~ьным перемещенttJШ о·пqщ, В. Наша. сие'rеыа иъ1ее·1' 
шесть о uорпых етержцей. Если дна из пих замеНИ'l'L стержннми, у &а
занными на чертеже пун.в.'fиром, то :м:ы получ1·;м ферму проетейше1'0 
ти п а , прикреплепную в: фущ1,nмев·rу четы.р;,ин опорными стержншш, 
Следотsателыю, cae·re!ra заключае'l' n себе 01~.ин. "шшний стержень. 

Ес:ш м:ы устраним э:шреил:епие, nреu.1:1тст.вующ!:!.е rори:ю1i•rа.;;_ьны11 
nеремещени.1н1 опоры В, то 'l'Orдa реак1·пвны:е силы, нш~никающие 11 
шарни рах Д .Е и В при ;:;ейс'rвип . сил на часть J)B E, будут перt'се -
1Ф:1· .ьсд в одной точ;н; О. ЖесткаJ:I часть JJBE оь:ыкt>те~~ '1 таки~t услu
uилх, .iшg ес:ш бы она 6ы.1а прикре.пJiспа к земле трс ш1 бруска)IИ, 
пересекающимисн n ол,цой точке. Та1юе прикренJ.ншие, как мы ~наем, 
Шiллется не ж.:ет!tим. Устранение вы6~1<1Нf' • ; г 11 ню1 11 :~ ::~. 1tрег..1енил n 
о поре В IIJJИROДИ'l' к uодвихпой сие·rеме. Сх•.'>• \ , ; ,:·. ·· > ' EJro :~:.!li !t CJ :лt'-· 
RRe ЛВ.iн1етсн 11.еобходимым. 

§ 49. Способ Максвмя-Мора. 

Ceiiчac 6ыдо лока3аrю, ~'l'O расчет ста:rичее.кu неопределимых 
систем. требует предварател~.но1·0 соста.nденил доnо . .шliте.1ышх 
ур-iй, освованпых ца рассмотреиии деформации сис1•е!fы. Так, uа
прихер, в c;1p:.J.e системы с одним лишним бруе1;ом: иы соста· 

lfJJJie:к одно .дт:юлuит~льное yp-j,\Je, 11ри11имая no внимание то обстоя· 
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тельс'l·во, qто уцииепие 1tuшнew бруска под действием: возникаю
щего в нем yct1лlfл донжво равняться изменевию расстоави.я 

:между увла:u..и, которые 1~ишпий брусок соединяет. Подобные со
ображени.я при.мевяю•rс.я та:кже и в тех слу-чаях, когда при

ходите.я n:меть дeJl'O с системами, заклюqающими в себе не

сколько лиmпих брусков. Дзrл реmеnи.я вопросов геометри
ческого хараsтера, свл:занвых с составлением дополнительных 

ур·ий, :мы воспольuуе:ися приемом Максвелл дяв определения пе
ремещеввй (§ 38}. Такой путь расчета статиqески неопределенных 
систем впервые был ва:иеqен Мз.RСвелем еще в 1R64 году, во ши
рокое примвнение в технике этот прием нашел, главпы:м: образом, 

б.'lагодарн труда.и немецкого ивжепера Мора 1
) Ход расqета по

Jrснии на простейшем примере. Пусть нам дана ферма с одним: 

лишвик бруско~ ('Iерт. 388), и требуетсп. в&i!ти усиJiи.я, воnни· 
кающие в стержппх системы под действием sаданвых нагрузок Р1 , 
P<t, • . • За лишний стержень примем правую опорную стойку ОД 
уси.tве хоторой обозиачи:и через Х (фиг. а). Ус1·равял лишний 
брусок, мы приходим: к ~.,шв1юй системе, представ.Jнющей собою 

ферму npocmeйuteio типа. (фиг. Ь). Усилил в стерж.в.зх этой фермы, 
вызываемые си.жами Р1 , Р2 •••• , мы легко находим одним из рапее 
1ш:южепных ·способов; например, спосо6ом пепосредствевпого раз
·•ожепив. В ~а.1ьвейmем: эти уси.а:иа будем навывать буквою 8 0 • 

Ве.1иqину неизвестного паи усилия в лишнем бруске uайдем иs 
·1·01·0 условия, что уд.1иневие этого бруска под действием: сил Х 
· ,1,0.tжво равняться изиенению расстоянин меж.!{у узлами В и С 
заданной па11 фермы в ее действительном состолвиии 2

). Пусть 'OL 
обозпачае1' у д.iинение лишнего бруска и ol - удлинение .tюбого 
другого бруска нашей фермы (фиг. а). Тогда па основании ф-лы 
1\'Iав:свеля [~ 38, ф-Jia (Ь)], на.ходим 

oL = - f.S'ol. . . • - . . . . . . {а) 

Здесь бук:ва S' обозначает усилил в необходи.~~ых стержя.ях си
стемы при действии ua нее двух прн:м:о противоnоложиых сил еАИ

ввца, приложев.вых в ys.11ax В и С (фи1·. с). Вхо,1;нщие в ур-ие (а) 

1) Си. Beitrag .zur Tl1eo1·ie der .Bogcnfacl1wc1·ksti·ager. Zeit.schr. d. Archit. 
u. 111g. Ye1·eines. Hn1шovc1· 1874 стр. 223. 3,а:с.сь .1апо решение sаJ,ачи .uя с.11учаа 
одооl\ .il11швей веuавествоii. Обобщев11е ва c;ayчall несво.иь1tих .1пшв1tх вев3-
11есткых С)!, Бeitrii-ge zu1· Theorie des • J.'achwcrks, Zeitschr. d. .Archit. · u. Ing. 
Vereioes, Hannover. 1874 r., стр. 509 11 1875 i'" стр. 17. См. также Otto Mohr, 
AЬl18ndlu11ge11 aus dem Geblete d. tcchni.scJ1en Mecha11ik. Berlin, 1906. _ 

=) т. с. 11ри .1.еПсuив за.11.авnых ваrрузо1t u Cll.! Х. 
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УАl•&евва бр7сков фер•u ваlАек, прпеавв вакоа Гуu. У.uв
вевве .аишаеrо бруе~ ВQU&Яiloe JС8Пек- Х. буАет paвilo 

L 
ISL:::: Х EF, = Xr0• • • • • • • - • • (Ь) 

У cи.111JJ в вео6х0Ав11ых брусках sa..amrol .вАк феркЪI мы 
по.1у11их, ее.tв & г.1авпоl систеке (фиг. Ь), .кроке си.1 Р1 , . Р, 1". 
приiожп сuы Х, ва•ева:ющие устравеивыl · .1иmввА брусок. 
По.1вое усв.аве 8 ·в вuо.11-пбо бруске составитсл: Р.8 ABfX чаетей, 
усп.в:и.я 80, в11вrвае11оrс a&Ji;aввlilки ваrрувка.11111 и усв.mя 8' Х, 
вызьtме.1юrо св.1ап Х . С.11еАовате.1ъно, 

S=Su+ 8' Х. . . • . • . • . (с) 

)'~вевие мвсrо-.uбо из необхо,ц&кых брусиов преАоr&вите.а 

bl = ( 8 0 + 8' Х) .Е~ = ( 8~ + 8' Х) r . ~ • • ( d) 

Вепчивы r 0 в r кы вво.w;в:tt .в;.111 сокращения- пиtька. Инв · 
хара&териsуется р&С'l'вжи:мость лuшm'W и необх&димых брусков. На 
осяовавви ф-.1 (Ь) в (d) ур-ве (а) перепишется в таио:и 1'ВАе: 

Xr0=- :Е8' (S0+ 8'Х) r • . . . • • (в) 
откуда 

х 7.S'Bot · = - %°S'"r+ro • • • • • • • • . • (f) 

3Аееь сукмвровавие .J;o.1sнo б1i1ть раепростравево ва все 1rе
обzодимые бруски свсте:мv. 

Ур-ве ·(е) ко11tет быть пsпис.аво cpuy, ес.п :мы прикеник ва
чuо возмоавuх пере.11ещеввй r. уси.11иu, соответствующих Фигуре (с) 
и & J1;ействите.1ьвым: перемещениям заданной ферхы (фиг. а). В са:ко:к 
де.1е, в спучае, пре.-стаuевно.., на фигуре (с), JIJil им:ее)( .11вmь 
уса.1ин S' в необхоJ;имых брусках и c111r.I е.аивица, действующие 
по .1иJ111в ВО. СомветствующdЕ: этии сuак перехещеяия в ва
.в.аввоl фер:ке oпpe,1;e.r.flOТCJI форху;~ао (d) в (Ь). Так. как уся.1ва 
S' в си.1ы, равные е,1;ипвце, nре,1;ставжвm собой системы св.1, 
взаикно уравповепrввающихсв, то работа этой свстекы св.1 иа 
всмкок вов:коzвох пеРQ.ещевпи буАет равввться ву.1ю. Мы nри

кек ва. воsкожНЪiе перекещеви.и те :кuые перекещепиа, которые 

совершают узJы ВаА&ияой свсте111i1 при перехоJ;е от веваrружеи~ 

яоrа состоаввя 1 состовв1ю, сооtветствующе11у ,1еlстввте.11ь1ПU1 

.. 
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нагруsкам. Приравнивал ву.1ю работу cu.11, сuотнетствующвх фи-
1·уре (с), па nере:мщцениах, соответс·rвующих фигуре {tr),. поч
чаеJJ ур-ве 

i ···: -

rовпа~ающее с ур-и1 ,.11 {е). 
Замети:м, что к тому же у~ию (е}, мы riриш.1в б.ы, еслi бы 

nрименя.11и ю1ж1.ло наиJtеньшей раfЮrпы 1 
). Потевцпа.".аьпм энерrил 

системы {а) ~оставвтсн из энергии растлЖенил лишнеw и необхо
дш~ых брус1t0в и выразитсп такой форму.11ой 

V- XJL + 1 ~· (S0 +S'X)2 l _ 
- 2EF0 lГ '-' EF -

= Т .Гr0 + ~ ~ (80+ 8' Х)~ r; 

Состав.шя nрuизводную от V по Х и приравнива.я эту про
изводную п~'лю, придем к пре~&нему ур-ию (е). 

В качестве в·rоро1·0 примера. рассмотрим случай, когда лишней 
неизвестной аnллетсл опорван реакция. Предположим, требуе'l·сл 

' расчи·rатJ. ферму с параллельными поясами, лежащую на трех 
опорах [черт. 339, фиг. (а)] . Проще всего в этом случае принять 
за лишний опорпый стержень, соответствующий средней опоре. 

У страв:!л егu приходим: к мавиой системе, представляющей собой 
ферму простейшего типа (фиг. Ь) . Мы Jiегко можем найти уси.1ил 
8 11 , возникающие в г;шнвой системе под дейсrвие.м: внешних па· 
грузок PJ, Р2 • • • И усилил 8', возникающие в '!'ОЙ же систе.11е 
под действием силы единица, при.южщшой вместо устраве.пвоrо 

бруска (фиг. с). Обозначал через Х сре.11;sюю опорпую реа1щию ~), 
представим действиrелъное уr.илие в каком--.tибо с-rер;кпе :J&,11;а.ппой 
систеi~:ы (фпr, а) так 

8=80-8 1 Х. 

Прииенвл теперь пача.110 воз:м:ожяых перемещений :& уси.в:иам:, 
соответствующим фи.rуре (с) ; и к JJ;ейс'l'витмьным :перемещев•ви 
·ааА&наоА на-и фермы (фиг. а), почча.ем ур-ие 

1. o-l.;1'(80--81 Х)т =О .. .... (g). 

1
) Курс соnротив.rеввв матерца.11ов . Ш вц., стр. 273. 

2) 3а по.1ожnте.1ьвQе ваnраuение реа1щ11и, vы 111щвп.1щ ваnраuев11е 
:uepx. 
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Зр;есь череs о обоав·а11ево опускание сре.11;в-ей опорной точк11 С 
ферИы по отношению к прлмой АВ, еоед.инающей ){Ве кр&lвпе 
опорные точки. Перем:ещеиие это coomвt7mC'fМy-em обобщенной· еи.11е, 

составлевноl иs силы едкпица, при.11ожеuной в С, и реакций, 
пря.!ожеввых в А и В (фиг. с). Во мноrях C;l,f'IШI~ осадкой: опор· 
пренебрегают, тт-да ур·ие (g) переuисываетсл . в бо.11ее простом: 
ви.11:е .. 

'f.S'(So - S' Х) r = .О, 
от1tуда 

(Ji) 

Рассмотрим: 3дссь , па простейших примерах, еще одно об
стовтельство, которое оказывае·r в.1иJiвие па уси.жш1 · n стержн11х. 

статически неопределимых ферм, ю1енн() вопрос о. вАиnнии и3ме

пени11 температуры. Мы знаем, ч·rо число иеоб:ходимых брускоu дос·rа

точnодлн обеспечения rеом.етричесnой неиsмею1емос'l'и системы. Эти ми 
бруска.ми вполне оnредс.11яетел гео11ю1·р11'1ескоЕ> очертаппе ФчнпJ , 
и если мы ме.ацу двумл какими-либо узла~.tи ~лашюй систе.1,1ы по

желаем вставить допо,шнтельный, лишний бруrлк, то дл итта С!'О 

должна в т()чвости соотnетстnоr:ать расстоюпш между у3ламн , иначе 

введение такого бруска в сн~тему будет сопрщюждатьсл но1н"1спиN1. 

усилий в С1'ержнях фермы. Ilуеть , например, длина вс·1·авдл !'моrо 

бруска болыне нежели расстолнuе между соответствующими узлами . 

Тогда при сборке придетсл лишний t'ipyco:к устаповить па место в 

сжатом состолнип. Та&6й предваритеш,по сжатый брусок бу;~:ет, 

oчeBJIAHO, сrреиитьсл uаs11,винуть те уsды, м ежду которым<! он J!t· 

креп.11ев в вы3овет при этом усилиJl в других брусках сисrемн. 

Подобное .имение кы бр;ем иметь при изменении темпера
туры ст9ржпей статически веопреде.111нюй с~rетемы. I~сди ·кам'!l

либо стержень системы, который )l{Ожет tiы1ъ n рип.ат аа 1~:mo;"'· '.< . 
иа.грее:м:, то оц, у,11;J1ивя.ась, будет nри этои разднигать соответ:

с:твующие уs;п.1 и вызовет ycяJm.a в других <:тержюIХ си стемы. 

Эти темпqю,турнь:е уси.11ив мы :м:ожеи най1·и, uользу.ясъ тем же 
приемом :Максвелл-Мора. Обратимсл :1t примеру, прсдстi\uденпо:ч 
па чертеже 338. 

llpeдпo.l[Oittиv, что брус"и фермы изменяют сrюю дяину !Je 
только no;i; деltствиеи на1·руsок , Рн Р2 . .• , по я nеледствяе изы:е
вени.я температуры. Ilусть t0 обозначает повышени.е температуры 
.'lишнеw брус.ка и t -- повышение температуры :sа.кш·о либо !'!Соб~о-
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.цимого бруска. Тогда ,ц.11 у,11;.11ииевиl бруе&ов, соответствующuх .цеl• 
ствительвому состолпию сиетем1il, бу.1;е• вкеть внражеяиа 

oL . .Xr0 + a.LtO' 8l = (80 + S g) r + atl. 

Прикевя.11 вачuо вовиоzВЬIХ nере11ещеввй х уси.1ип, соот
ветствующим фигуре (с) (ч:ерт. 338), и в .цействите.1ъиw переме
щениям, поччае:м ур-ие 

-1 (Xr0 + aL~) - ~81 [(80 + S'X) r + atl] ==О, 
ОТСЮАа 

Х-- -~'Sor _ a.Lto + 'l:S'atl 
- '1.f)''Jr + r0 'f.S'2r + r0 • 

. . . . (k) 

Второй 11.11ев в полученной фор11у.1е опре.1;еuет u•ааие вз
:мевенв.н температуры па ве.11в11ияу уеи.mа Х в .11вmаех бруси:е. 
Встав.11нн найденное значение Х 11 общую форху.1у (с), •я )l()жек 
найти усиJJ:и.а во всех веобхо,ци.JШХ брус:вах евстеки. 

Ив приведенных примеров ВИАПО, 11то расч:ет систем ·с OAВJIJ( 
.шшвим: бруско:м: по способу Максве.11н-Мор& сво,1;1'1'СЛ: к опре~евию 
усилий 8 0 и S' в стержввх г.11аввой cиcтe•lit д.1.а: яагрувок, · ука
занных па фиrурах (Ь) в (с). Когда усВ'.111.и S0 11 8' ваiЦевы, 
JCИJIBe х в JIИШПСМ бруске ВЫЧИС.!Jfется по 0.11101 И8 состамr.n
ных выше форму.11. 

Нам:еченвый здесJ, способ расчета JieritO :м:ожет быть распро
странен на системы ~ нескольв.в:ми лишними брусsа:ки1 веsависnо 
от того, бvдут-ли лuvJ1нue бруски пре;в;стаuять собой опорные 

• стержни n.;и стержни фер:мы. 
В качестве более CJtoжнoro примера расс:иотрим: трехпро.1ет

вую систеиу, предстаменную па чертеже 840. Систем& эта со
ставлена иs трех ферм простейшего твnа, сое,s;иневвых в о,в;ву 

ферму с иеоб:rодимым чпс.хо:м стержней. Эта ферма. приврепJiева :к 
фундаменту при помощи двух пеп:одвижвых IJ ~вух по,uижвых 
опор, что соответствует шести опорвык стержииv. Иs втоrо С.!е
~ет, что на.ша система заuючает в себе три Аишни~ бруска. 
При выборе лишних брусков нужно стре:китьса к току, ч.тобы по
.иучить ~Аавную систему, по воз11о&воств, бо.1~ просто1'0 ВВА&· :Мы 
:можем, наuрв:мер, sa .жиmнве првввть ,1tве проJ~Jежуточ.яые опоры 

и то sавреnлевие правой опоря, JIO'l'opoe преп.итствует ее rорвзов

'I&.IЬВШ(. переvещеяиям:. Tor,1.a, устраняв .1вmвие бруски и sаме

ваа .вх соответствующиии усв.1ивкв, кы nрцек к 1..flUIНQU систе..ме, 

пре,1.сте.wrвющеА собой простую ба.ю1111rю фер•у (11ерт. 34J). Дру-
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гой простой ВВА ~ ~ JW ~уЧlк, ООJИ примем за. 
Аиmвие соедивиrем>в'Не брус&& аЬ и cd (черт. 340) и то за&репле
вие, которое nреu'11СТВует ropвsonuьИiilx пере•ещеив.uм правой 

опоры. У страваа эти брусхи в за:мев;я.я .в;ействие их <..-оответству
ющими СИJI&МИ, при.цех к ~.ютой системе, COCT&BJleBHOЙ нз трех 

балочных ферк пpocтelmero типа (черт. 342). Расчет nа.чиваем 
с опре,1еJiенин. уеиJJий So вывывае:мых в '1.АМ'НОй CUC'm&'tte задан
ными вагрузк&:ии Р1 , Р2 , • • • Дa.JJ:ee Изучаем: ро;1ь нешшествы х 
сил Х, У я Z. Д.1ш этого устравлем эти CИJJJ>l и вяешцие нa
rpys.i;и и расс1'iатри·ваех три состол,вин ~.1Ш/1Ю'й систс.~ы, ко1·да uо

очерев;но вместо lе&Ждой .л~tшисй н.еизвестпой приложены силы 

САИница (черт. 3 4:8). У с11:11ил в стсржю1х ~лшmой ~истеми ,11,ля 
елучая Х = 1 (фиг. а) обозначим через S'. Соответствующие 
опорные реа.1щип будут • 

1 11 1(11 h) А1 =- т.- ; В1= · т.+-~ 

С1 = -1 +; D 1 = О 
Д.1л случаи, nредстав:1еввоrQ па фигуре (Ь), обозначим уснлщ1 

в стержвнх через '8". Соответствующие реакции имеют таи.ил звачен1:1н 

А2 =О; В2-= - -1+; С2 = .1 (4- +-~); D2 = - . f;-
B с..tучае, предста.в.11епвои на фиrуре (с), обоввачик усилия 

через s1''. Опорвые реакции будут иметь звачевиа 

.А = 1-1 В =-= - 1-·l_· С = -1-!:... D = 1-!:.. 
3 11 1 ,3 l1 1 3 l1 ' 3 l1 

На осnовапии этих расчетов по.1учаем А.IЯ уси.1ий в стержвJJх 
за,цанвой пам феркw (11ерт. 340) такое общее выражевис 

S=S0 +S'X+S''Y+S"'.Z (р) 

Соответствующее уАЛивепие пре.в;ставитсв так 

Ы = ·r (80 + S'X + S" У+ S1"Z) 

Дл.11 . JA.llDleввl .11ишnих брусков аЬ и cd ио.11учв11 выражевил 

0L1 = r 1X; 'OL2 = 1·2 У 

ПрехuоJtоавк . ~ упрощеви.а:, что крайние опоры ааданвой 
вам СвстеJIЬI (черт. 840) соверmевяо вепщввавы, и промежу
'l'ОЧШlе опоры noA Аеlетввек приход.ящихса: па иих А•влеввй, ве 
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оседаю1'. Тогда применил начало: вовмож.tmх перемещеви&I R у,си~ 
лиJJ.м, соответс·rвующим· фигурам· (а}, (Б)' и (е) (чер1• .. 343) 11 It:. 
действительным· пе.ремещевиям, получаш.ь такие три уравневип 

-1r1 Х- 'i.S'r (S0 + 8' Х + S" У+ S'"Z) =О 
- 1 r~ У-· IS"r (So + S'X+ s··· У+ S'"Z) = О (i) 

- "'i.S"':,~ (So + S'X + S" У+ 8" Zj = О 

Первые два иа этцх уравнений виражают то услоuие,. чтр 
удзиневин лишних брусu.ов равны ввметтепию расСТ()НВил между 

соответствующими узлами. 'Греть~ уравнение 1шляется следствием 
неподвижности 1tрайн11х опор заданной нам фермы 1 

). В получен
ную систему уравнений совершенно пе вошли опорные реакции, 

еайденпые выше мл фиктшшых случаев нarpysrtи (черт. 3 1!~). 
ll рои~ошло это nоТQму, ч1·0 соответствующие им перемещения дей
ствительной фермы (черт. 3.40), па основании сделанного выше 
uредпп:rоженил равны нулю. 

Вы.нешш теперь, как повлилют на усилил в брусках ивме
пенил температуры стержней 11 псремещеuил опор фер.м:ы, которые 

нолучаютсл под действием :заданных наrрvзок Р1 , Р2 ... (черт. 340). 
l!усть. t обозначает повышеuие темnер~туры 1ш1tого-либо стержю1 
матюй системы, {1 и t2-повышени~ температуры .11иш11их брускur: 
а,Ь .н c1l 

Направлею1ые вннс: nертиr.альные перемещенил опор 2
) А, 

В, С и f) длл действитедьноrо -состоявш1 (•1epr. 340) обозначим 
~ '"" ~ "' соответст'3еюю через 0

1
1' 11 1п Qc и 011, и уве_шqешн~ рассттшип 

между крайои:м:и Оtюрами череа а,,. Тогда, уд.шнепие ltaltOГO-.i!ИбO 

брус:щ1. 1'.1111шой с1:сте.мы пре;1ставитсв так 

"l.--- ~· r0 + S' "' 1 
CJll У -f 0 '''Z) ' tl .",1 ·--- / .,,_J-,)o ...t.'\. "! JJ - ""' и" т~ :1. ~ 

PaбoN.t <•i!Орных реакций, соотuстстnующих фигуре (а) [черт. 
34. 3 j, п:_, Б.·~2•~Т!!J1Т•~льчыл: пер~.:tн~щспи<п: опор, представите;; та.к 

1) i\C!HJ'!I'~'. Те Ж:~ YJiёtillHШИJI lllЪI 110.l!j"ШЛ/l бы, Сс.IИ бы сразу ll')CПЩr;JO
JJRJ!ИCJ, фщm·pz1i! Maкc11eJ;t [§ 38, форму.1а (Ь)). 

') 1'1~. :~р. 1•·п1:•с оvюtвове1шо вес1:м:а трудно опре.~.е.ь:ить J1.еiiствите.11ы1ыt> 
1.1.;,рсмсще11ю1 щ;.оµ п 1юто~1 у л,ри расчета:!!: задаютсн ,11.:н1 этих перемещен и iI 
ЩJошню.1ын-нш во.1111чнш\11111, чтобы ·щ1шм: путем орш1ерпо о:~еаить., какую ро.11;> 
1щ,,6щt; .Ji1;1жc•· 1ц·рi.!ть .в щ1ееьщтр11вае11.ои слуЧ~е ос:цка 01ю11. Ес.11а ро.1ь осf.ц,к1: 
Ш>~нкn, ·r l1 ,jщрму с.11еяует uрииепать 111щь пр11 ycJ1oв11u uaяez1101·0 ycтpoilcrьa 
опор. 



Точно таsЖ-е )µJJ случ11-ев, пре.1;став..1еввых н& фиr·урu (Ь) 
и (с) [черт. 84.3], nолучим 

Состав.1л.11 1'еперъ выражения д.тя работы сил, соответетвующих 
фигурам (а), (Ь) и (с), па действител1>пых перемещевилх и при
равпивал эrв выражеnи.н нулю, получим такие уравпевил A.JH 
опреАе.жепи.11 лишних неизвестных 

T1 -Xr,~rd 1 L1 -~S'т (80+8'X+S" Y+S'"Z+atl)=O 1 
Т,-У1·2-. at 2L 2-"LS"1· (S0+S. '_X-t-8" Y+S"'Z+;tl)= O ... (ш) 

1'3 --'f.8'"1· (Su+B' X+ZB" Y+S'" z+atl) 0=0 

Зиаки суммы :расщ)()с:rраu.пютсл ва все необходи.чые брус~tи 
системы. Таким образои, и в этоi.r более сложно11 случае расчет 

статически неопределимой системы привелс.а ц решепию эле.мен- · 
тарной sада.чи, к расчету iлaou<JU системы. Определение усилий 
80, S'. S" и S':t может быть 11ы110лнооо ОАНИМ иа ранее издо;кенных 
прнем()в расчета с1·атическ.и определимых систем (глава П) . 
.К.оrда 80, S', S" 11 S"' пайдспы, мы опреде11л~м лишние неизnетныя 
из ураМiеnпй (l) и.ли ( 1п). При атом размеры брусков, измеnеняя 
температуры и осадки опор предпо.11агаютсл заданными. Вставлял 
паV.денные 1·аким образом значепил Х, У и Z в формулу (р), 
nо.1учаем усилил 110 всех прочих бpycitax системы. 

3 ад а ч и. 

17 О) Найти усилия во всех бр!fсках сп~ат~тетщ неопрсдел.имой 
системы, предстао,~снноi~ 1{а чертеже. (844) . 3а лишний Gру1:ок примем 
т.н1•у AD. Устран.ю1 ее, подучиъ1 ~лавпую систе.~у 1i 1нrде фермы 111ю
сте.йmеrо типа (фи1· . • Ь). Пуст~. 80 обо:шачает усиЛиJI, nо::шик:нощис н 
стержн.нх этой фермы под J1,ейстиием: нагрузок Р1 , Р:! . . . . Тт1ер1. 
отде.1ыю изучцек в;!ияnие лишне1•0 бруска. Отбрасы1 !аем :J аде.11н1.~е па
грузки и вместо с'Гержrт.н АЛ 11ри11лад.ынаем силу щ1,и юща (ф;11-. е) . 

Пуt:т1. S' 06озп11<оз:ет j e1:1J1 и11 11 брусках д~.н зто:·о елуч:~я н:~ 1.'руз1>и 
То1·м у.11.Аинеиие како;·о-.&ибо стерЖВJI 3а,в,анвой фериы nод дt'Йtтвием 
грузов Р1, . Р2 . . . . (фиг. а) будет равно 

ol=r(So +s'x). 
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Прюtевяя вача.10 воооzянх перекеще1111А к ус11J1ия•. еоответ
ствующии фигуре (с), и .к J1;ействвтеJ1ьвы:к перекещеввп (фиг. а), 
по.1учаеи 

отку.и;а 

- lXro - ES'r(So + 8' Х) =О, 

'1.S'Sor 
Х::= - lJS''r+ro. 

Расехотрки теперь, хакие вапражеввя вовв~rквут в стержиах 
си{Jтемы при вз:мевевии теиrпературн. · ECJiи через Х1- обоввачить со-
01•ветствующее уси.1ве в .1иmвек бруске и t0-пов.ыmевие те11пературs. 
то AAJ1 у ,1,.11ввеви.я этоt'О брусаа по.1у11и11 выраже11ие 

8-L= X1ro-+ at0L. 

}' ,1;•ивевие 1аsоrо-.1ибо веобхо,1;икого бруска представвтса так:: 

81 = rS' Х1 + atl. 

Првкеuя.я яача.110 возможных перемещений к перемещеввяк, 
выsваивьпr иsкеяенияии температуры, и в: yc11.1иJt11, соответствующих 

фигуре (r.), по.жучии 

- 1 (X1ro + at0L)- I:.S' (rS' Х1 + atl) =О; 
откуда 

Х1 = - ~ + r.s~_a_!!_ 
r.s·~r +'о 

Прмuоножим теперь, что тяга AD, которую мы 11ривииа.1и за 
лщцш'й брусок, изготовлена коро•1е расстолнил между уз.1ами А в D 
нз ве.жвчину е. Тогда нри сборке придется предварите.1ъuо раст.ввуть 
тягу на е, и 1ю·rо:м только встани·rь ее на 11ec'l'O. Присоединевваа в 
растянутом: состолнии к шарнирам А и D тн!'а будет стрем:и1·ьсв: сб.11и
:~ить эти шарниры и вызовет ycи.ilИII в стержнях фермы. НайJJ,ек эти 
уев.жив, поJJьзуш:ь способом М'аксвелн Мора. Ес.11и мы через Х2 обозна
чвиr уси.•ие в тлrе, 'l'O сб.1ижение шарниров А и D представится так: 

'OL = е - Х21·0 · 

Удливепин необходимых брусков системы найдутсн,по такой ф-.1е: 

Ol=S'X 2r . 

Ф-ла Макс вел.11 [§ 38, ф-ла Ь] ~iieт нам 

· отсюда находим 
х в 

2 = -~S" + ro • 

Тот же ре:~у.жьта·r мы могли бы получить иs приведенной выше 
ф-.1ы, оценивающей вли.яние температуры. В самом )(еле, установка 
у1.ороченяого стерzнл вызовет, очевидно, такие же усилия в uрочих 
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брусuх системы, как и понижение температуря стерzвя. Нужно то.1ь10 
по.а:обрать повиаевие. температуры: тах, чтобы 

-~tol=e. 

171) Определить ycuлuJE t1 брусках бал.очной фермы, усиленной 
цепью (черт. 345). За .11ишний брусок прииеи среднее звено цепи 
(фиr. а). Устрая.11.и этот стержень, мы по.1учим: ферму простейшего 
типа. Усив.я So 'в:ы.зываеиые в этой ферме нагрузками Р1 , Р2, найдем 
одним из известных наи приемов расчета простейших систеи. Пос.же 
этоrо иrJучаек в.11в.11вие устраненвоrо стержня . Прик.жа.s;ывав 1111есто 
этоrо стержня две равные и прямо прот.ивопо.1ожные си.1ы е.11вяица 

(фвr. Ь), опре~м.в:ем соо·rветствующие эти:и си..t11и уси..tин S'. При эток, 
д.11,1 опре.1,еJiевиа уси.1ий в звевъ.ах пепи в соответствующих стойках, 
расскатриваек цепь, ха& вереоочвый мяоrоуго.11ьиик. Тог.1.а. провод.а из 
uо.11юса .1учи, парu.1е.J1ьные звеньям цепи и вы6и~:·ал полюсное расстол· 
вне равяы:аr е,!.ипице силы, получим из чертежа все усиJ1юt в звень.ах 

цепи и в стойках. Поме · этого остаетс.а то.11ько рассчитать простейmу1) 
ферму с параяле.къны:ми по.асами, на которую будут действовать то.1ько 
что найденные усиJiин в под.11;ерживающи:х.: стойках. Действитмьные . 
усuия, выаываеиые в 3аданной вам ферме на1•ррками Р1, Р2 ... пред· 
став.в:тси ·так: 

s=so+s·x. 
Допускал кроие того измепепин температуры и примени.а вачаАо 

·возможных перемещений к усиJiини, соотв~тствующиъ1 фигуре (Ь), и 
к деliст11ите.пьпыи переиещеню1м, поJiучаем: такое ур-ие: 

- I(Xr0 + a.t"L) - ES'[r (Во+ S' Х) + a.tl] =О, 
откуда 

'r. S' 801· + !.S' atl + al0L 
х - - -·--------· . --- ----

- - 'r.8' 21· + r0 • 

1 7 2) Определr.т~ъ усилия е стержнях трr-.хпролетной 1сонсол.ъно
арочной системы (черт. 346). Легко видеть, что устраш~ниеи щного 
опорпо1'0 стеранн :мы обращаем заданную систе:вrу в статически опре
де.1еввую. Првие)( за .~ишнее то закрепiение, Боторое преплтс•rиует 
изменению расС'i'О.анин между опорами А и D. Соответствующее неиз
востяое уси.1ие обо~sвu.чюr через Х (фиг. а) . ~'стран.аи это заареп.1ение, 
поJ1учаеи статически опрмеАенную консо.11ьно-ба.1очяую систему, д.1а 
хоторой .Jiегк.о вахо.11;лтсн уси.11ин 80, вывываеиые за,11,авиымэ нагрузками 
Р1 , Р2 .. . . Теперь вынсннем в.1инние лишнего закреп.1еви.11. Прикла
J,ЬIВ&JI вместо JIBmяиx веизоестuых Х силы, равные единице (фиг. Ь), 
вах:>~им вызываемые этими силами опорные реакции и усилил 81 в 
стержнах. llусть оа, оь, Ос и od вертикаль вые осадки опор, получаю-
щиес.а при де.йствительяом: состонвии системы (фиг. а), и 071 - :увели
чение рассто.апи.я 111ежду опорами А и D. Тог.п;а работа опорных ре
а1щ11й состо.ивин (Ь) на .цейс1·витеJ1ьных перемещениях представитсн так: 

т 211( "'+'+"' ') 1" = 1
1
- -t;a r;b Oc-t;d - оп,. 
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Прпмепяя вача.10 возможных перемещений к усилиям, соот.вет
СТВJ;l)ЩИК фигуре (Ь), в к .11;ействите.J1ьиым перемещепияи, 1юлучии 
ур-ве: 

1' - "f.S'(So + S' Х) r =о, 

!S'S0r 1' 
Х == ··- -'f.8'2;,.- + ~f:,·721-: . 

Ес.яи нужно оцепит1> также вАияияе изменения температуры, то 
к. поАученвой ф-ле нужно приW,вить чиеп 

!S'rxtl 
-- }Jg2-.;: . 

173) Расс•~итать фермы, представл.епные 1щ чертеже {847). Обе 
свете.мы имеют по дна лишних бруска,. Эа "шши;uе неизвсстпые '1f. '1Ще 
всего прив.нть усилия в )(вух звеньях под1tреп.1J1ющих· цепей (фиг. а) 
и: (фиг. Ь). Устранил эти бруски получаем· систеъш прuстейПrего типа,,. 

§ 50. Теорема о взаимности переm:ещений. 

Применяя теорему о aзauJmocrm.t ?1ере,меифtий, мы вееrда. 

СР'-'ЕНИВ!).е:м: дuа напряженные состоннш1 системы, котарые u дал~.
вейшем будем вазы:вать состолниями 1 и П . Каждому из этих 
состf)лпий саответстnуст с.вое распределение 'Uнешних йаt·руs1ж, а, 

с.1едователыю, и свои узловые переАrещ~:пил. ТеорG:ма гласи·г : ра

бота ~.JI l-ro состояюш на соотве1·стнующих им переъч' щенннх 

П-го сос·rолния равна работе сил П-rо с·остоянщ: и~ соотnr:rетпующих 

персмеще!ffiлх 1-ro состолния. :iд.есь мы силы и соотвстстr:ующие 

им перемещения поню.щ.е:м :в обо6щенпо~1 смысле 1 
). Ивог;1а это 

будут оцедьпые сt:Jсрелоточелные сил:~; , в других же случа .:Jх rрун nы 

сил, яапря:мер, на практике qасто встре·~аютсн д~е ра:1ныс и nрлмu 

противоположные силы, пара спл; r·pyr::п~, еоставленнал ив силы 

а соответствующих ей опорных реакций и т. д. 

Еысм.занп8Jl теорема :м:ожеr быть ~ока~ана в самом общем 
ви~е ) я приvенима во вr.ех тех c.JJyчax, где имеет место пр1шцш1 
ел:оzеппл ;цействия сил. Ншrьsуясь ~.~а.чадом noзl>fO.iIO!ЬJX пере~rещепий, 

JJen:o доказать ее прнменим:остh ~ 1~тер11-.r:сным системам. 1-}Jgыre:.1 

сн&"IЫЗ. простейший случай, &оrда каждому ~1ааряженъ:ому еостоiJ.аию 

соо'1'9етствует лиш1, одБа сиJр. !!) ( •н:~рт. 3118). Перемещепил увлов 

1) :Курс соnро1·1111.tею1я матернэ.J1ом. ПI нэд., с.тр. 201. 
~) С111 . .Курr. ~:оnро'fн1U1шин 111атершuов. IП из;~. . , t,•тр. 279. 
') Строго говора и в I-м и во П-х сосrоянии мы: 1111ееи rpynпy, сост::~· 

вienyio И3 трех си.1: заданной наrруэм в JJ.BJX реа1щnй. Мы .J.ХЯ простоты npeJ.
пoвrae11, что опоры &Geo.sю·r.110 не !IОJ1.атли11ы и трени.и в по"виж.uоli oncpe uет. 
Тоца реакции ве совершают во1tа1tой работы и в ура.D11ение в.е воl.1;ут. 
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в ваnрав.1евии при.10жевных i> ним си.1 ус.Iоввмсв обозначать бyкnoli · 
о с двум:r звачкn:мп. Первый ;шаче& будет укаtшвать уsед, к JtO· 

тором у перемещение отн:оеитсл; а второй значе& - силу, которой 
., ' б " д Т-Э :ы~ремfщсnие вьн:вано. vле.к.овательно" 'J ,,1, удет оuозначать 

перс11~:1щ'!'iИе у:ма Л u п ::шраRJепии си.1ы 1',, , вызванное сидой 
Р ,, ;; ,1 -- 6v111ст uбо:ш~tчать перtщещеlШ~ vзла В в нашщвлевиц 

.} ,,,, " . ~ ~ 

Г0 , внзнн.нuое силой l'ь. Произведем теперь расчет фермы ,1,лл 

е.1)'1ПХ cocтcJl пи~ и обо;::.п:.1.чни через ,.:.;" и S,, ycv..1нr.: в стержнях, 
f ) . r) 'j' б 6 •:оотн(·тстr.ующне е.11ла},f. . ,1 и i . 1, . оrда удлттn енил руеr.ов уду1· 

1 'f "·~.r ) ~ " й ~~в няти:л J',)" и т •. ;, . 1 i ер~ие~r•.tч-1ил р.1ов :мог ут оыть на ,!!,СНЫ 

.. ·:.тrшы н:; н;;..·101!:енпых рапсе rпneoбi)n. Т:н: Rэ.к ус;1.1тн1 S., и cn.:ra 
!'" !: е~ рr::i.J>ЦИ;ПШ п рr1r, t_· та,в.l •rюг снсте:.1у си : 1 н:·:1ш мпо уравнове

.ш:тв:tющн:хе;;, то их работа па sсл~он воэмо;~;ноы п;:ре~сщсни сн

·~те,'r!ы J,i).'•Jr.нa р1t1шлтьсл ну.по. Ес.1111 ;щ 1ю;; ~о!!tnыс 1Jl'pt·:iн~ щen:11i 

:::раплть перем~щення, еоотлететвующнс H-~ry соетол п ню, то щ.r 
J;(ыучпм тахzое уrавнение 

!' ~.J - ~sl) • 8[, .... с-:с:~ о . 
а • '-' j . (а) 

Примевпя нача.ш 1;о :;:мо;t~ш,; х. нер < ::; ,~ \!:r· лi!i~ к силам II·г{) со
сто.rшил н 1• персяещеншш 1-L·o еостояпня , н•1. ~ уч1ш 

е ~ "' "'· s ( i; · "J;m "-,_,?::),, · .~ J' = ) · • ( 1.i) 

Сравнивал (al и \11 ), находи]\( 

. (с) 

Этот рсзултат uредстнn,1яет собой Ч<tстnый сччаi! тепремы: r1 
:1щ. 1 1 ш1fj1111и ,1ере. 11t>.н~ен11t1, докя.s:.швый l\Iаксве.:~ем. Из формры (с) 

сейчас же следует, что сс.ш Г,1 = Г1, , то r, _ ,. = ~, . т. r. , n:c f'~ ' ' 
" ' , J , 11(} " , "tt: 

ШН'ютr,я ;\Ее равныr силы Р.; а 1\, то си.1а i'., шпын:н:-"с такое 
;.~~JH~м.eJ'-~t~ nчt~ у :1 .::а JJ в напрн. н"1сtн1и 1-'1,, I\ :il~oc персмс •! ~СЕ :-'t: ~ила 

1 ';. вr.!.:JШЖС'Т n у::;.1е А в напра.н11~нни 1 ',
1

• 

Нтншал еv:.1ы в оiiоGщепно~ сыыс.jе , )!Ы сей'!ас :1<~' 1.ю;кеы 
пр11~1·11нп резу .птат (с) к с.1sчаю, пре;~;став.r еrшому на •!i'fJT. ( 'Н9). 
,, J 
идr.сь ;1;Е ыы r. -:ii сuстояnии ш1.ее.м обоGщепnую сн.~у, со(:та.-

нд~.нную и з двух равных и Прямо противоположных си.-1 Р11 • 

Во ll-м состоя111ш обобщеrшал си.'!а пре;:~,ста?..1М:!Т r;o6ol;: rо1·ппу 
] ) .. 

трех снд, сп.ш · 1, п соответствующих: ей r: <·ющий. il•.~рt>мэще-



- 66-. 
вне• еоответеrвуrещем свnк · Ра буАет сб.аижевие точеw .А. Обоб
щевв~I cue Рь бу.а;ет соответствовать перемещение, пре~ста

щю.щее у•еиьmевие раестоявв.я h точки В от .1нви11 АЛ. Ес.11в 

Р0 =Рь, 
то на основание 'fe9J)e)(ЬI . е :цзаиквосr• перемещений 8аuю~ае)(, 

Ч'f.о подъем то1fаи · В, · вяев&в.иыi · с11J1акв Р tt' равеЦ уJJелвчеяию 
расстОивия кеz.а;у mар$Иракв' А при .. ,а:е~ствии св.1ьi .P1J • В cJJ:yчae, 
представ.1еsв()J1 . в1,1 чертеже (3.50), мы мв 1-ro состоввва имеем: 
оооощеВВуУб afl.'J ра . · преzвеrо типа. Во II~• состо.явин обоб-

щеавав crpa~ ~ева вз Авух pauux IJ прлмо . протввоuоло
zв1~1х Пар, CIJI, Мь . . СоОтветСтвуюЩик перемещениеli: 8ВJ1J1етс.я: 
•8Jleaeи*' .. yr.1a qi. Ее.в.И кЫ обозва11ии черев i 00 укевъmецие рас
с~ива А.А пож Аейетвием: пар си.1 Мь и Через tr.pa . ...,. у:мевьmевие 
:yr.1a 'fi по,ц Аействве:м: · св.1 Рп, то на освоаавив (с) · ик~х 

Обратимся теперь к более общему с.1учаю, коrда ва систеку 
·Аействует цмый . ряд сил. Предuо.1оаик 1-ily состо.явяю соответ
соrву1>r св.1ы Р, Q, R, . . . Во П-• состолвии еи.1Я тех же типов 
в:меЬ!>звачевn Р1 , Q1, R1, ••• Обозпачн!( через S и 8 1 уси.1ил 
в стер&вах щ · первоrо и второго состо.вил . . Через р, q, r, ... 
• р1., q1, fl' .; · .- пере:мещенu, еоотве'l'С'fВJDШИе си.1ак 1-ro и 
II·JV · COC"roВВJJI. Првкев•я JJA'IUO I08Mo•111x иеремещевнА :в уев· 
.., ; I~ro сосrо.1ви1t в перекеlЦеnо П-l'О eocronиJt, нр.хорх 

Ppi + Qq1 + Rr1 + .. • . ..,._ IBS1r ..,.._о . 
. · Touo 'fa&a .Р• :cU ц;;.:r.. еоФ'ОаПI • пере•ещеивl . 1-ro 
~-··~" JOUI011811i, _пере•еJЦеВиl Це'r UM 

· PiJI +:iJ111 + ·в1i-.+ .... -"· - I81 Sr.: •.. о" 
· На основа••• . t'J'Oro sau10•ae• 

Рр1 + QfJ.1 + Rr1 + • ... =PiJJ + Q1q + R 1r .• ". (d) 

~1.11ыат rm.r. пре.-став.uе' с00о1 · ti.lc1aвanяyю ВЬJmе в обще• 
вце te0pe11J -о. аа11пости перемещений. 

ПО1Ьау•Съ вml теоремой и вuоzевиr.п&и ранее (r.uвa IV) 
прНJ11U1В цосrроев111 перекmепяА, n .1ег:ко коzе• решить рас-
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~ио~rренн~.1е нами n· щща.ы,1.ущеи параграфе :щца.чи, относ:Ящнеся 

1С реС'lету С'l·а.т'Ячесви неопре,1.е.11ениwх сист~ 

Возьмем · в качесtве {tpocтe~me1-o примера. ферму с од1шм .RJIЩJiJlм: · 
.Gpyer.01i1 (черт" 351). 3а. .лишни й стерж.е1:1ъ Qta•eм ·r.111·y Ад. · тог44 
~лавнад система прщстаRвт ,~обой 11po~.Rusy11> ферму) щ~ЩS.ре
ПJJевную в В и С. За первое состояние -всеrда. будем ripиl'ЩM.:LTЬ 
.-еnствите.11ьв~ -состояние мавной сиотеми, :~со-гда. яа нее ,_ей с.т.вую.т 

заn.ппые вarpys:iш 'И си.tы, закенвюtu;ие устраненные жиillRИe: 

брус1ш . 

В рассматрищ1.е:м.ои случае 1-е состояюrе ПI>~'!дст::шдеыо на 
фю·уре (а). На главную ферму действуют с:илы Р1 . Р.,.. • . . . и 
.11иmпя11 пеизвестпая Х. П-е состояние пре.-стамено на фш·уре tbl 
Внешние силы цесь устр&оены, а _ B!lecro лпшне l\ нея3..81~стноji · 
приложена си.11а е.аипица. ДJ111 этого второго соС'\·011.нал 0.1.ним из 
известных вак прьеlfОв пахо)(Яи перемещение 0

0 
узла А по на-

правJJению силы е.-иянца п вертикал.ьвые прогибы о 1' 02 , . . .• 

точек при.,ожения · си.11 1\, Р!. . . . . Прикевим теперь к этим 
,11;ву11 состояпиик теоре11у · О вза11мвости перемещений. Пр11 таttом 

еnособе рсmеПИЛ 3811,аЧП внутренние YC.'I B.llИИ В СТС})ЖНJ!Х 1'.1:1ВRОЙ 
фермы, как зто . впдно из уравнения (d), иск,,ючаютс.н. На.м п 1нцетс; 1 . 
иметь дедо лишь с внешними силами, к ::оторым nр11сосд1 ~ш.етс.я п 

~я.1а Х, ваvевпющап )1.еi!ствпс отбрflшепв о rо бруска. (_"',оставллн pal'ioтy 
ВНеШВНХ СИЛ ] ·ГО СОСТОЯНИ.11 на COOT1JeTCTllYIOЩ1IX перСМСЩСННЯХ 
второго состолnия и прираввиван ее работе сил П·го состо.япнл. 
(Во П-м состоянии придется . иметь де.110 .ч пшь с силой е){ивица. 
Соотве'l'стnующие этой силе опорные реакции в ураваеяие рабо.m -
:не войдут, так как опоры В и С п~.п.нолагаютси неподnижвымя} 
ла nер~мсщениях J-ro состопвил, по.11 учпк такое уравно!!iе : 

Х . ~о+ "i.Рт &т = - 1 . ~~ = -- Xr·~ . 
Здесь принято во ввш1авие: что с11 .1е единиu,а В-го состоя1щл 

соответствуiощим пере:мещеш1ем в 1-м состоянии будет уд1пtвеэие 

· бруска .АП. По,1учеввое уравнение А&ет яак 

lloJyчeuныi\ ВИ,11; решения ДЛЯ Х особенпо RЫГОДСН В ТСХ САу
ЧSаХ, ког~а вужво изучить влияв11е отде.11ьных грузов Р н& вс.Jiи~ 
чипу лишней неизвестной. 3.в;есь сразу nlil .1:пo, что в.лияни~ груза Рт 

. ; 
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пропорцвоаuъво прогибу ~т· Этим обстояте.п.ст.вои мы дмьше 

воспольэуемсs при рв.сч:ет.е ферм, подвергающихс11 действию по

,цвижвой нагрузки, _ :&or;i;a прихо~итсл строить линии мшщия . 

Прииени!I теперь теорему о взаимности персмеще1=шi1 к более 
с.1ожяоli 3адаче, R расчету трехпроле:1·ной системы (черт. 342), 
:который бы.11 пажи выполнен Irриемом Максnелл-Мора. Эа первое 
сосТонние мы будем МЖJJ;ЫЙ раз принимать действительное состоя ние 
r.1аввой системы {черт. 342), когда па нее действуют задавцые 
ва.rруз:ки Р1 , Р'!. , .. · .. и силы Х. У, Z ::Jаменнющие дейс;rвия 
отброшенных лuщщtх ~русков. За П-е состоявпс 6уде14 принимать 
поочередно каждое из фиктивных еостопннй, прсдстанлтшых па 
чертеже (343). Ддн этих трех еостоя нu.й Дl'.1жны быт~. наПдеиы 
узловые перемещения одпим: из лsвестпых на;и e11oco60IJ, вапрп~н~р 
пу1·ем построеnин диаграммы Вил.1ио. Д.~я состолпял, преi1став.1ен

воrо па фигуре (а), обо;3начи:м че ~:н:: :: o;rx • oy.r и oz;r: перемещсвил, 
соответствующие си.дам Х, У и .Z, т. ('. сб.111жения соответ
ствующи~ узлов системы . Через ~mx будем ui'io8naчюь переме

щение, соотпетствующее силе Рт. Для состо.~ший, предстftнJе1шых 

па. фигурах (Ь) и (с), будем uользо1щтьсл для nере)[ещеш1й обо-
.... "" "' ' ' .... <:".. ' 0""аЧеНИ""И ,, о· 'J r, И r, ,, •; ,, 

"" s1ш ~У' :IJ?I' ZY' т,11 .r·r:• yz> z.; • 111.<· 

Первый авачек при букве обозначает, м1юй силе переме
щение сооrпветствует 1

), а второй-какой . силой это перемещение 
вызвано. Применяя теперь теорему о взаимности перемещений п 
выбир1ш за I-e состонние действительное состонние системы, а :~ а 
П-е поочередно каждое из фиктивных состопний, м1?1 подучим такую 
систему уравнений 

"f./'111 Qnix+xox.~+Yo?1x+x~"·x = -- 1 • ]~f,.; ;=-: - Х1 · 1 
"'lJ ' +v' +У' +Z' Yf.c } 1 . 1 ._ .т ,,m.'f .\, 0х;1; . · 0!!!! u:y == -- 1 •· Е]~ -= -- ' ' f 

'i.1'111 omz+X~п+Yoy,1, +Zo;z :=о 

. • . . . (е) 

Уравненин эти со.ответствуют системе уравнений (l), по.ч· 
чевной путем применевпл способа Мишr.еJя-Мора (S 49). 'l'акю1 
образом: s11дача с1юдитсн к решt:нпю трех .1ипсй,ных ураnненнlr 

с тремя неизвестными. 

1) Соответствие межд-у ~п10И 11 перемещеu11е~1 мы nон11.'!ас 11 в •JGобщепвок 
C)lblC.,e. 
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Коэффициенты о uри этих неи3веетвьrх должны быть получепы 
пу1·е11 построенил диа1·рам111 перемещений A.JIЯ состояний, пре,1,ста· 

вJiенвых па чертеже (343). 
Мы здесь не прию1ди во вввиа.вие в.тилние осадок uттор. 

EcJiи эти осадки даны, то длн оценки вдИ.ЯНlfН их на вею~вt·стные 
Х, У и Z нужно только & правым ча-ст.и:м уравнений (е) при
соедввить работу Т реакций соответствующеrо фиктивного сдучап, 
:аа за.данных персмешенинх опор. Выражения ;i;.'Iя 1' были уже 
вами щста.нлспы (§ ·1 ~~) v.: их мож1щ це.Jншом исподь:иват1- здесь. 

Ддл OЦCJ1KU BЛШl!Illi! ТС:МUерэ.туры uудем ПОПрежпс.му 110.'IЬ · 
зщзаты:л способом Маш::велл-М(Jра. Напряжения этв, как м:м 
nиде.ш (§; 49), щн1ходптсл алrебраичесви суммировать с напрл

;r•енилмн, вы3н:ышыми Jшешнюш лагру:ишми n ваuряжевю1ми~ 

подучающимпся от оса;н;и опор. Мы уже отмеча.1и, что получевпа11. 
шн1.и систеilш ур-ий (е) соотв{;тстnуст ур·и.нм (1) (§ 4~), найден-· 
вым: способом Ма·м:кш•.<}1-1\Iора. Сра:вtщfщя: ~:~тп две сиете-м ы, на

ходи м 

о ---- 'f.SI~.,..? --- Y'l''i"г ,' -- >'8' "{"'-•· ..r;.1' -- .._ ' ~ "~гс -···· __ 1.. i_. .., j :.1:: --- · .;.,,.1 • ,1 1 : . (f} . 
!'. т. д· 

Эти~и рав1~нсич:.ш вы1·одно 1ю.1ъвоватьtя: r, тех сду'!ЭJ{Х, 

ко1дР, рааьн.~!щш1е П'='ре:.н.:п;.~~ний ~хх· · ;',цх• .•. • почему-либо .нв.п1етсп 

веудобньп1. 8амеюш тогда этн перемещенин соотве'Гствуюш,я11и 

суммами. перепишем еиетему yp-иil ( е) R та&Gы: виде: 

't']) ~ _,1 vy.011" i ·1,·ys'"\'''·+'"'-'~""''' ' ··----···'' - ;·п ..1 1пх Г .i'J.._.,, ~ 1 -' .1..."- •· / L,~L. 1"j •., / - --- ..... \.._r 1 

ут1 . ;: 1. Х'''""' .;.," ·+· }'""··. 1 Z'f.CJ'' ('· 11 
-- ~----r- "п Jtny 1 - _" ~ .1..1~ , 1 , / __ ..._.,,__ 1r --~-~ . .1 • .• j r ___ --- J. / 1 . (е)' 

2:/' ~ .. :... 1г'''"'""''..LJ-''>'8''('{"·+· '/\·(;•··s····-·O · "ln J·mz t "' 1...JI.) '" 1 - - с / ,,/_"__ .1._ J ··---

Под:обп1.1м же 0Cip:1.goм мо;ч;rт бып. преобразовюш н система 
УР"'ИЙ {т) (~ HI). 

§ 51. Прим{jнение теорщ1щ о вааимности перемещений к ностро
ению ЛМRИЙ ВJНIЯНИЯ. 

При менеuv.е теоrн~:\IЫ 11 1(,111 и.-wносп111 щ:рсJ11еще1-11;. 1'J. я нл аетс.п 

особспно вън·одпым в то)! с.ччас, т,о;·д:t мы Rз~·ча1:ы .влн11111с на 

систем~ по;J.nижп11;\ 11а!'ру3ю;. Пр1.1 помощи <1той r1::opeю.J лег;;о 

111огут бы1ъ ттостр~1с1r1.; 1·uотвстетпующис .Jинии n.щявип. Ос1н)елно 

простr.в1 rюJучается реШ(•flИС r c.1y•1i'\C сне.тем с r1;щим 

.'fяшннм i:ivycкoY Воэъмс!'f, наприме11, ,;щ}·х111ю.Jс-nэу1(1 Пt>ра<~резную 

фР-рму ПJЮМ'ейшеrо типа (qt:>pт. 352). Пpeд110J(J2Jt.iHA 'ПО поднижнаи 
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паrруsва nерщ1;аеrсв виаяик уs.иа:к и постром11 .1Jиявю uиавия 

ДJISJ средней опорной реавцвн, которую првкек за .1шмнюю нeuJ• 

весrпную. За I~e состонвиР nримек ·ro·r ~.ilyчaA (фи1·. а), ItOЦ& н& 
систе111у деlkrвует 1·руз е,а:ишща в сижяеv y3Jie т и средвв.я 

опорвая реакци.я Х. Во П-:м сост6.11пии (фиг. Ь) средняя опора и · 
вяешш пагруа-ка устранены. В yзJte С · приложена сила е,1.иницаt 
ваправJевнал вертикально вин:::. )1,лл II-ro состо.нявJI вахоАн• 
вертk~адьные прогибы 0111 нижних у:нов и про1'Иб :) с опорпого 

узла С, Вопрос втот прощ~ вrего решается построевиех JIИНЙИ 
nроrиба., как веревочного мвоrоуrоJ1ьвика д.11.я фюtтивпuх груsов, 
опре.це;1111емых по ф-а.к (d) и (е) (§ 46). Е~.ли иы ищем проб.ли· 
жеввое решение за.дачи, то. при этu:и можно пренебречь дефор
мацR~й решетки и привить 11 расчет .11иmь деформацию ловсов. 
В таком cJJyчae в ф-лах ((l) и (е) при,1.етса сохранить n числи
Те.Jlе J'иmь пepi:ыli ч.1ев и фив.тивные грузы представат<'я так: 

з~есь Мт в "l-I" - изгибающие 11оменты д.1н простоn ба..11ки АВ, 

вызываемые в сечеви.~х т в k грузом единица, прв.1ожеппьам в · О. 
lт и lk -- д.1ив11 элементов поясов, J/

111 
и Fk соответС'rвующИе 

шrощади поперечных сечевий, r т и гk - ра.сстояввя, укаsанвьrе 

иа фигуре (Ь). Построив веревочную кривую -'·1и фиttтиввых гру
sов Рт и Р" и пайдл таким: образом: прогибы i3m уuов ввжвег() 
nовса (ф.rr с), мы те.к: самым по.зучаем: динию вАввяиа .J;.il.11 иско
м:оil сре,11,неО опорной реакции. В самом .Целе, применля теорему 
о вsаиммсти пере:иещевиli в. I-му и ll-:мy сосrолпивм, мы при
хсдв)( к такому ур-ию 1

) 

1 . ~ж - Ха<; = О, 

Откуда 

е1е)l.ОВ&ТеАЬВ0 1 ОрJ,ИВ&Н.I АИНИЯ прогиба ПрОИО})ЦИОВаАЬВЬl 
ор~вватам вско)~юl .1ивии в.11янвил 11..1.я сре.JJ;вей опорвоli реа1щв1r. 

. . 1 ~)' ~ перехода к чис.1аJ1 ву&во то.Jыtо ввести мвожвте.аь ~ • 

1} Мы •pe,1,110.1arae• оuорк ве осе.1,ающ11•и. 
2) 3ааrетв•, что в вырааеа-е JL11J1 Х вх~.1.ит (>Тно11ооие проп1бов i" : ~с 11 · 

nOТO•f •Ы ира 11остроепи11 aporll(Joa •о&е» uerтo rp1ao1 Р,,. вр11вать JIC.IH·· 
.киv " llJIOllOJIЦB011M.l•Rwe. 
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Построив Jiвнн~ влв~нu ~.11 .1яшней неизвестной Х, хы теперь 
.11егко коже:к начертить .1ииив в.1ивни.11 и A-JJI ,1;руrнх веJiвчвв. 

Воsъ.ке11, наuри:мер, левую опорную реакцию .А. Ра.сс11атриван 

вашу систему как фер:ыу, опертую по конца.и в А и В (фиг. а), 
:мы на.й.J1;ех и~комую опорную реакцию как равность реа.1щий, вы

нываемых силой е)(ияица, прв.iожевноD · в уме т, и си.1ой Х _, 
в опорном уз.11е С. Соответственно этому ординаты иско•ой .1ияив 
влияви.11 uоJJучатсл как разности ор.-вват дивии вJ1вави.11 ,1;л.я А., 
как ДJI.Я реакции балки, опертой в А и В, и ОрАИВ&Т .1ивии 

в.11и11ии.11 Алл Х, уменьшенных в' отношении z; ~t;· ~ИА искомой 
ПJ1оща,1;и влиннвн указав штриховкой . па фигуре (d). 3)1.е.сь )l.JIH 

упрощевил построения J1ИВИН аеЬ нанесена без иsм:евенва ор,1;иват. 
Прямая bd 11ровеАена через вершину с, так как при расподо· 
zевии груза е,1;иница в yue С, .лева..н реакция А равна ву.1ю. 

При этом: на JJевой опорной вертихыв прямая bd отсекает вместо 
отреsка е,11,иница, как то следовадо оы ДJIJI .mвии вли.явиа реа1щии А 
uростой б&.1ки АВ, векоторвй отрезок ad, равный 'n, С.ща:ова
тем.во, )(.IR перехода .к чиl.'ла:м: нужно ординаты заштрихованной 

. 1 
площа,!.И вли.явяя множить на величину п . 

Д.11а uостроеии.я J1ив11и влвнвин момента в ка.кои-.1иuо уз.'1.е т, 
нуано то.nко вs ординат соответствующей ,1инин вJiи.явин д.11а 

простой бuки ЛВ вычесть ор.-иваты линии влиавин ДАН момента., 
выаывае:u:оrо в сечении m среАНей опорной реакцией. Ле1·ко ви

деть, что эти поСJiер;ние ординаты по.1учаютс.а из ординат Jiияии ш:IJ 

умножением их на хт . 11 ~ :1;· Общий ~ид п.11оща.ди вJиаяин ук&• 
зав штр11ховхой яа фигуре (е). Здесь д.11.11 упрощения 11остроев11й 
ооать таки ор,1;ив&ты .~rивии асЬ остав..~евы без иs311енениа. Пр.ам:аJI 
bd про~АеВ.а черев верruину с, так ка& при расположении груза. 
в у:sле С, J1омент в 111, очевидно, обра,ща.ети в вуАь. При таком 
nостроенни на левой вертика.1и по.11учается неко1·орый о·rреаок 11., 

вместо отрезка хт, который мы: .1;0.п:жны бы.1и бы иметь, ес.~и бы 

стро1.11н Ъd, как .11вввю . в.11илввн A-f.11 ком:евта в сечении rn простой 
бuки АВ. Д.1а a.epeSOA& & чвсла.111 11ы до.:ажпы, с.1е,1.ова.те.1ьво. 
ординат u.11ощади вJвавва, заштрвховаввой на фвrуре (е), :мво· 

2) 

жить на ве.1вчиву __.,;-. Построеввоl .авнией вдиянв.а :ко:кевта кожно 

воспо.аьзоватьса AJJJI опреАе.tевн.в усв.tий в стержне верхнего пояса, 
ПJЮТиво.1еаащек рассмаtрвв&емому yuy т: У си.1в.я зти бf 1.JТ По· 
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лу-чат~.сл ршожеии~~ велF1чииы моыспта на ,.,,. . · Подобпым: &е 

обраuоы r.ю1·у·1· бьп~, построены .пшии минния ,;лл уси.1ий в стерж
НJIХ ню1ше1'0 пояса нашей фермы. 

Чтобы постропт1. .11ипnю вли.~шил д,1л уси.1иа S в расхосе 
(фиг. а), примем во внимание, что ординаты этой линии я.:JИJ!Ви.л: 
получатсл :ка1; разности ординат .пrnии вли1шил дли ycИ.ilИ::I в 

J)&ekocc ба.1очной фермы, 01rертой в А и В и .~инин влиянин ддд 
уся.11ня, вызываемо1·0 u том Ж(' pac1toce pearщiieй Х. Ни.а: соотuет
сnующей п.юща;щ н.1юшия uредс'I·анлеn на фигуре {f). ~десь д.~;к 
упрощею111 построеrша .1шнш (tcb ост~н:.1€на t5ез измен~нuн п 
нрнJJая lJ1 l провс:~:ена через точку с. В r1шом е~учае в~. девоЯ 

onup11oii верт111;а.1п ю1Рето отрезка (фи1·. а), мLI 110.:rучим от· 

рев<ж 11 11 д:1я нерехода 1~ числам иужэ:о будет, с дедстатедт"110, 

ор;:~;вяаты зnштриховапuой мо:и:ентноfi: rтдопц~ди шюш11т~, па ве,нршnу 

Бc.'lli rщ~:.в11жпм1 na1·pyз1ta 11ередае.rс;1 верхним р.шм фермы, 
70 щн1 построецни ..'IИнии в.11ю:~в11я для сред,uей ы1ориой реа:кцип 

прsдется ваqсртить .швпю проr11ба ]1.д.11 у:;.юв верхне1·0 пояса прн 

1rо~1ющи фи~тнвных груsов Pk, Рт и, щюме того: опреде.11ить про
rи6 Ве опорного шарнира С. Точ1ш. с, еоnтветствующан про-

1·ибу ос не uрет теперь ;1ежать па дишш uрш·ибов (фиг. 1; ). Но 

при постросюш рассмотренных выше .11иш1й влшши.л прн,:1стся 

щюuщитr" юн; 11 рапыне, прнr.rую hrf через точку r. 
Вопрос о напрлжевилх, возвнкающях в рассматрnяаемой 

фермt>, вслс.5,сrвие измевеви11 температуры стержней и всле)!.ствиt· 

11t•точпости н расоодожении онор можс1· быl'ь ра:~реmеп способом 
)[аксведя-Мора . Эти наnрлжснил совершенно не завиелт от по

движной на.1·рузки. 
:Коl'да приходится иметь де.10 с системами, имеющими ве

ско.аько .п1шних брусr.ов, то, upиtiieШ!Jt теоре•1у о вsаИ)(ЯОСТИ 

uере»ещев11й, мы поJ.учим систему ур-ий а.ва.11огв. чных сиС1'еиаи (е) 
предыдущего параграфа. При nостроении .тивий вл.илuия В.:1\.111 при
дется вмесrо Гf)узов Р111 liметь деАо .шшь с о,11;вим х·руsом, рав· 

\'Р " V Р ' ньв1 единице, и потоку CJM)IЫ _. 111 " 111 .:1" ...,. т ''ту~ · · · · • · · 

:шкевятси ч:'lенами 1 . alf!IX, 1 . i~, . . . . . Pemщi эту систему 
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· Ан1;1ейвых ур-вй, иы пр.едставим "шшпис непзвесrвыл в та.1и.м: 
ви,це: 

х == :х, а ЩJ.О + (% 2 о + ·ту 

У r }) m:t:+ ~2 о + . =111 т.у 

С.1едоnательво, юшии нлилпю1 д.'m .'1иш вих неи:.н~естных мы 
Н!).~ у ·шмt комбпrшру.'I :шнии IIJIOГHб·m для СОСТОJ!ПИЙ х ==-о l , 
У :-с .. l, .. . . . так. . как Иfl ~n;x "шний ::!рОгt~бов CP!i·~a1·: же на
ходлтся -величины ;)пщ;· ;,,,.и; . " . ;~:.1я любого ys.1a щ системы. 
Ч1·0 жr касаетсл ~>оэфф~щ;·;ентов 7, ~~- . . , то оuи, кюt .тс1·1rо 
im;i.cть , t~овРршспно flc :швисат от 1щсuо.1оаtеннн rщ1·р у;:;к n . 

В KitЧP('. TIJf> '11JIH!Cp'l ТJаи·~• ( " !J.li'! r• "" Ча\;i 'l '·'J•<PIJ(• '\lfOli Tlll'X.-- - . " . ..... .L. • ( 1 .,1 - · ·. 1 • 1 ~ 11 _." .) , "" ... о 1 ... " - i . -

1 :ро:~етнl)И фермы (черт. 354 ). : :: .r1ссь ш.• i.Hl f' ~ .\: д~:а .111ш!1их брусАа. 
{)а лrrшпне Бсизвестпыя приием rчщй IJj-ie онорныr рси.rщии. У С'lf)&
ш1л Iix, прпд(:М к ~лавной 1:ucm c.rr:,c. ;~0 11со.нной 1J .1ерме пpoereйmoro 

тпна опертой в J и Л. Прrннч1ш1 т;;ор( • j{у 1) s;~ ;t1~ щ1r1c1'11 пере-
11н·щений, ?.!Ы nудем С!J:t!ИНШаТ/, ДСЙt.ТННТС' .11'НО Е' С\1С!'О,!НИе CRCTe!'.IЫ , 

предстю.1.1е1нюо ва фмrуре (а), с ка;r.дым н1 ф ;н;т,~1.1J1ых !~остояний, 

пр~дстав.тенных на фш·урах (11) п (•l). Для !{:1.:t .11.оп• •fнштинво1·0 
{'0("Т01Ш И!! строим TTI) ИЗRССТНЪОI нрави.~ <l~i )111\H'O}'J'(i:JCJJПR прогиба 

д.111 1.шжпих у3дов фермr,т , на 1toтopJ.Je ~:•·редается ваrруака . И:3 

С\\ОТветствующпх Чf:'~теже~ , ф~t'- (с ) и ф~п. (е ) no.'1yчae•r ну;кnыс 
н ~м IJ"~ичпчы f, '.J ('; fJ {; n ~ TO i'~·1 110 1·еорР-'!"' u· 

<• ~" "' .• 1:.1;1 1!/.)· ! !IY' ·m.,11• /l't· " :ту· • ''·' · ~•"" 

в.,:~uмпос"J'Н ueporeщenнi! получаем т:н:ис два ур-н;1 д.1л ощю1~:е

.1ения лншвнх пеизвt'стных 1
).· 

х ·о :1·.r + 
}' о 1 

~ ,, 
_lj.J: '!fl.X. 

х i) 
J.!}+ 

у ~ (, 
.1Л.1 ПlЦ' 

Оrкуда паходю1 

х = ala + ~2 15 ; 1'=1~11\ + (·{, ,J ; 
1!i;/; 111!f il•X - m!I 

rд.е «1, rx2, ,g1 и (l2 из11естuые числа, не аавислщис от ао.11оzев111н 

ПОАВИж.яой пагрузц)(" И:мел 3ти числа и по.1ьзуя:сь ор.щватам:u 

(~ и d :кривых .прогибов (фиг. с и фв1· е), мы п1юст11м пе-
1нх ту · 

1 ) Мы прел.поJаrа.еи опоры веоседающuии и пото11у работа cu.t фп11· 
mввоrо состоян1111 ва пере!!ещевпях J(еliствите1ькоrо оо~аввя обращаtпся 
11 11У~•. 
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реечетQu вахоn11 орднваты .tипвl в.:~вавиа АЛ.11 · .'IИmilиx и~иаве
ствых Х и У. Вид .Jiивии в.11ианив AJJ.11 .tевой опорвuО · реакции 
пре.-;етав.11еи на фигуре (t). При помощи этой .1япив .Jterкo еrрои11: 
Аи нии в.'IИВВИJI 1ш1 всех брусков J1eвoro . про.Iета фермы. 

Чтобы построить див11ю R.1.еввии, -'" изгибающего момента, 
соответст11ующеrо уз.1у 111, приме)!: во внимание, что пава rpys 
единица распо;rаrаетсн справа ОТ ЭТОГО JЗJ18, ИC&OllllA ХОМеВТ no
Jl)"l&eTC.Н у:ывожевиеж .1евой опорной реакции Х на :k:111 • Мы :мо-

жем, с.11еАов&те.11ъво. цо.1ц,sоваты.я sривоl, оре.1.став.1еввой ва 'фи-
1·уре (f), умножая- ор.-нваm. зтоl врввоlt ва х . При pacnoJJo-

m 

жевии rpysa r.11ева от т придется из мо•евта .1eвoil реакции вы

читать 110.u~вт груза 1?)1,И&вца. С.:аедовате.аъво, исJЮмый взгибающиll 
:коuевт поJ1уч;иrея у.н.воаевиех на х т ординат, закдючеввых 

ме;цу пувктирво8 .1ивией ef в &равоl · ..Jевой опорвоl реа&цvв. 
JlмeJI .1ивию ввявив д~а: комевта в ув.1е 1ii., :мы ceJlчac же ~ozex 
l!Остроить .11внвю БJiвя~вм А-JЯ усuвн в протвво.аежащек стераве 

. верхпеrо поаса~ 
При построении .Jiаtввв в.1ввниа ,1;.1i{. перереаывающеl еи.1ы 

в кuоl~.1вбо паве.1и .11евоrо цро.11ета, заметом., что перерезывающая 
си.1а, , при распо.аQЖев:В.И rруза cupalia ,от рассма-rрвваеuоА паведи, 
рuпа .1евой реакции. При распо4оженви груза. е.-вввца сдева от 

той же панели нуаsно A•TJI ПО.1!Чеввя · перерезывающеli сизы 113 
.ileвol реакцнц вычесть груз, paвilwR е;tивице. Лини.я вJ1иявил А-;1Н 
перерезывающ~ii ся.•ы, соотве'l'СТвующей сечению pq, преАставJ1ена 
на фигуре (g). 

Чтобы поJ:учить .1ввию миавИ.11 · д..1я JСНАИЯ S в рае&ОС'е, 
првкенв• спосюб Р11тера. ПрозоАЯ сечепве PIJ (фи1·. а), заuю
чаек, что по&а груз еАвввца ваХОАВТСВ справа от уз.~а т, вскоа1ое 

уси.;,ве S по.,учаетсл у11вожевиех "1eвoll реакции ва :sоэффи-
11 о 

циеит 11 , где а-рассто.иние точ&и пересечения соответств)·ющих 

стержней повсов от .11евоА опоры в 1~-расстояв11е О от осв рас.:. 
сматрввае:ко1·0 раскоса. На фиrуре (11) ААЯ упрощения кривая 
еа.Ьd оетав.1ева без 11s11евеви1, с.•еАовате.1ьво при расчетах ,J.олжев 

а 

быть введен 11вожвтеJJь Т· При ,распо.~оаевив груза с.1ева от 

раареsаввоl паве.зи усп.:~ие 8, onpeAe.ueмoe способом: Риттера., 
по,.,учитса путем а.;~rебраичесЕоrо су:к11вровавв.я уси..1вя, вызывае

мого .teJJOA. реакцuеl 1 JCll.ilBB, еоответствующеrо грузу еяивиЦ&. 
На фиrJре (h) соответствующие . ор)Utват11 sаuючены ке•А!' 
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•Pitвoa JJeвon опорной реакции и прямой ое/~ и.аущей через 
точку а. ·эти ординаты также до.'Iжны помножаться на отно-

а 

шеяие т· 

Обратимся тепер~. к cpe.J.нeuy прОJrету ·нашей фермы. При 
nостроениR отаосяо\ихсн к этому прод~ту лиuий 11диявиJ1 полезно 

Ба.чертить пре~nаритеJJьно линии в,1111.лпия д.~я опорных моментов, 

соответС1'нующих уздам А и В. При расположении гру:ш еди
ница справа от опоры А :ио:иент j'tfA полу~ится умножеяие:м: 

.1евой опорной реакции Х ва д.1ину t1• Ординаты нужной нам 

.~nип вли.явиn по.ччатся умвожениеы ва 11 ординат лиuия .вдияfiия 
дзл Х. С переход,оы гр,за е3.яяица па левую сторопу от опоры А 
uриАетrл при . составдеоии Мгt из момента левой реакции вычи-

тать ыомепт rpy.:a единица. На фи1'уре (k) это вычвтапне осу
щестnлево проведt.>ние:и пршюй ае. Та1' как. ДJ[Я упрощепия 

построения фигуры {k), кривая ,;лл реакции Х остандева беs 
взuевенив, то 11ри переходе к вычис,1епиям вужпо ор,11;11ваты 

ваmтриховаввой :ыомевтной й.Iощади множить на длину 11• По
добным же. образом :иожет быть построена и линия влияв.ил ;1дл 
011орвого vоиевта · Мв· 

ПсJJьзулсь этими кривы.ми мы <:ейчас же мож"гм: построить 
.rивию в.аияния д.JJJI перерезывающей си.1ы в .1юбоr.r сечении сред

него про.JJета. В · самом: де.1е, перерезывающаJt cи.i.la Q для какого· 
либо с~чевил сре.11.веr() про.ю·rа неразрезпоn iiал1ш п редставдвется 
та1ой формулQR 1

) 

.1f'·-м 
Q= ()"+. 11 А 

l2 
~а). 

Здесь через Q,1 обо:шачева та перерезывающая сила, 1;0-

торая по;~учается, ecJJи рассматривать срс.ший · пролет, кait са

мостоятедъную ба .юч[/ую фер•1у, ппертую 1ю концам. Суммиру.11 

ординаты линии в.1ияюш )1..111 (J" с ~)р;щпюа:1tи , r.оотнетf~тnующнм11 

второму ч.1еву в правой части фор.мулы (а), nо]lучаем ллощадь 
~.шявия, пре,t.стамепную на ф111·у1ю (J). Так ка~ на среднем про
.1ете ттаmа ферма имеет 11араллел1,ны~ nонса, тu из иочченной 
площади В.1иявил д.1я Q сейчас же мож110 н<1.йтн ус11лt1е в соот
ветствующ~м раскосе фермы. 

1) t:•. 1\уре со11рот11рлrн~:м ма'N'ри.алов. Теоре111а о трех моll'ента.JС. 
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Дл.н поду'iенил усилий в по.псах строим предnаритедыю 
Jiинии влиянюi д.lIH .моr~(ентов в сечениях, соответствующих у злам 

ереднего nродта. Это построеппе 111ы выпо.шим проще всего, 
сс:1и будем: посяедоватедьпо располагать груз единицу в каждом 
н :1 узлон и вычертим дJл всех этих положений груза соот

nстстиующие эпюрн: изгибающих 11оментоr~ . Построение )[.1я · 

одного на положений груза представлено ла чер1·еже (355). 
П<ныуяс1" липнJши ю1.иш:~ю1 д.тл МА п J\.fп фиг. (l~), мы для :каж

дого положен пи груза сейчас же найдем опорные момс11ты , пред

ста~щ· ы!ыс орд0<1а11ами У 1 и у2 • 

Проведением лип~ш а)1 мы вычиrа.е .м: щ1 ордппат эпюры ыо
щ·нтоn А. Св. СОО'l'Нетстаующ;:й простой t)ал1н~ лв~ 11.'!iШНИе опор
ных :оюменнш n nолучаем так.им: образои :-~а.штрихованnую на 

чертеж!: нужную вs,11.1 ыоментпую UJющад». пJ ~;;оторой ~ю1·ут быть 

найдёпы uрдинаты в месте придожешш груза. JI.Jlji в!:ех линий 

нлn.~шин J!{. П~р~·дви1·а11 1юсдедовате.:rъпп груз единица но все 
уалы, мы c~ ::ioтe~r IJ(• точкам построи1·ь .ншип nлюши.:r д.1л ,\! 1щен

тов !Ю всех сотве·:·ствующих сечен:илх. Прп по11ощп эт1:tх линий 
сейч :;.с " ;;:с :мory-r \'iыть л:~.~fдеР.ы усюrю1 в поясах фер74ы. 

3а дач и. 

17 4) П Jcmp oumh .шн~ш 11"uяния 1).1я cmep.1't:1t(]ii ri'11p:uщpнЩJ/IOй 
'.JPl>H" 11pei/em.r.aлe1щoii 1щ, чеzппеже /lf)r>. 3.5:ееъ l\IЬI им~~м дело с си ;;те3юit, 
И:i!Е'ЮЩе\:i: ОДИН .~ ИШtШfi брfl~ОК.. 8а .11ИШНЮЮ неи:н;еетную удоuасе Bc'ero 
приtыт;, раrлор, арки: }{ '1'<Н'.11д прю1н~влл теореыу о н3анмпоети нер~· 
111ещеша~ , мы ;щ второе coeтoJJшfe будем брать 1'01' <:лучай, ког,;~а DHE'.fii· 
них еи,'f нет. и в~rесто ра.еrюра дейстnуют .дr.е rщr.н ы .:, il uрлмо нротшю

полоашr.;е еи,ш циmн~:а (фиг. t.). Д,м этого итоrоrа еостоянил найде1r 
лере :11е;л.еюш у:.;,щв,. чт1 1 r.rож.1ю сделать общи,\!: cuocoiie::r Вилио. Но в 
д;а11но:.1 1~-ч чае, rcoi·;щ при ход.и1•с.н строитf, л1нши 11дмm-шJ1 л.лн 11ерти

.к:..~ы1ых rру:ю1 ; , проще не.Р-rо 11oxy'IR'l'h прогибы вepxuux уалон ф~рю,~. 
на n:t1 'J' i!i.1 JJ'l~ nt::'редает:· я ноднижнаа наl'ру:нtа, нутеи 1101~троенки нf'pt•· 

воч~:\:го мпш'оугuльник~ длл фuк·1·юшых 1•py3on /'111 и /'1с _ Величины: 
:1тих 1'ру::он о"рf'де.rн·r·ся общими ф-ами (tl) и (е) 1 . ~ 4t) ). В нре:~.вари
тельвых pac•re1·11x , ко1'д,!1. 11риходnтсл оuµеделлть ли1111. приближе11но1• 

3НаЧi':JИ •} !JЗ.СПОр:t. OuI,1 RHOHt HHO Пpll ра;1ъiткаШШ !1€ pf1~fCIЦ6HllЙ :rpt>IIC
бp<"t:aIO'l' :r.еформа1щей rн:·1"i!ет1ш и прИ!IИУ<tют ~ ра~Ч'ет .шшь попеа ф1'[Htf.i . 
В таком елучае, ф"1ы дм1 фнктинных гру;.,1н1 Гrп и 7'1. 11ре;~:станя:тсл 

Е TliKO)I ПfJOCTO)f ВИ:;J;е: 

г. о 
"' 

(;[ ·,, 
-- - ·------ , 
-·· , .k 
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r.te через 1·111 и ''k 0Gоэн;1чеuы расстояняз от уз.1ов т к k д9 11ротиво
. .'!ежащего стержня. Обо :ша 11ал через у111 и !lk ординаты . соо'Гветствую

щие у3 .1НМ ///. И /.;, 'МЫ ЛеГКО ПО.;1У 'Н\СМ IO>lflltЖeПИЯ, ДЛЛ У.1!.ЛИНСНl\Й 
брусков nt:>pxнero и нижпеr·о полсов при дейстnии сил /1 == - 1 

1 ."im 1,,. 
' 

J !! k 1., 
и k;;·;~- ' 

r, ek .. 
i'J', т t'ui j' 

k 

На о::по1щнии зтого нолучаем 

1 ./! . i" 
Р- -- -----~·- . --·---- . 

k - , .. ,с I.'I '" , 

ilpм расч<'1тах.. обшшовеши , множат ;1тl! фиктинRыс 1·рузы, и:.:сю-
щиr- 11:~:.rеренпе ОТIJЛСЧенноrо числа, на ае.шчину тz; ;, г д. е Pr -- не-

которое е.реднее :нш'!еп;:с площади аон~рсчного ec"lt.'tH!л но.чсон. Есди ; 
щ.r д.111 11одv 111.тных таким обра:юм фиктивных 1·рузов 

Р' . _ ~!1:··!".' _!_':•_ . 1'' !. : _ _1.:_ .. 'i?: _!_:~'-
т - ,. ·' ./.''," ' ." /· ·r. 

построим веревочпый многоуrQлr.,пик, с ПJ.носпым rасi:тоннием I .' f<'c, то 
~:олу<шм ~1еискажепную линию прогибоп нерхнеrn 110.л еа. !Iрогибы цо
.:~уча:тсл в т<щ же мitсштабе, н Jtl'.l\OM вы•H'pqt'Ra ферма. УмеНI.пrа.я 
нолюсное расстояние u 111. раа, 1.; ы во етолы•о жF j.~ аз увеличиваем 

г.рогибы и, r,ледовательпо, можеи так лодобратr. т, чтобы 11олучат1. 
про~·ибы н натуральную ве.1ичипу. llpи этом построении нам не пона
доблтr.л фикт1шпые 1·ру :~ы ДЛlf крайпих Y3.10R о и 11, и прогибы ak при
детrн отс.чnты 1щт1, от замыкающей, которан должна быть uроведена 
так, чтоfiы перемещепил па опорах получилис1; равпыми сжатию со

отнететнующих оп1чншх етоек (фиг. е). 
I!репебреган <iт11:11и мil.лым:и перемещенаюш, мы можем получать 

нуж1ш(' FIIO! 111ю1·иСlы ныqисли'J.·ел1~пым путе~1, состав.лшr И31'11баюншй 
моыент от фи 1tтиы11.1 х гру:;о1J Р· т н Р' ;.- для nроr·той бал1tи АЛ и 

деля ;)ТОТ МО~J()!Н' n;t 11\JЛIОСПОе раесТОJIПИе JП·~ ' 
H .\JGЯ ;шпию 11 ро 1·иGон верхнего поле.а, мы )fожем теперr, оnрел:е

днтr, рnепор П дд1; .1юi'101·0 по:10же11ил груза еµ:яншщ по ф-Ае 

где чере;; r, 11 обо;;ш~.чспо уве.шче;ше раt;етошш11 между опорными JJ.J.аv

вирами длл пто1ю1·u сос~·оявия фермы (фиг. l!). Д.1л ра:>Ыl'Кания r,11 :можно , 
применить способ,. на:uе 11енн ый n § 4 7. но мы проще получим нужный 
резу.н.т~п, ес.1и приме\! no 1шмавие, 'IТIJ 
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· ;Рав~истко зто моа~т . быт1. Jiаписаио на осиоваНJ{J( ф-.111i Maкcвe.rrt. 
[ф-.жа (Ь), § 38 J *). Зд.есt. чере;:~ S' обо:шачсны ускJtкн: в брусках .~JIJI 
состояsия Н = -- 1 и через r"--1)аетяа.-нмость 6руско11 . П р11икмаJf 11 
расчет то.1ыt0 дефорvацкю поясов И поль;.1уяr.ь общей ф-о\f 

S' = "f- . У ... ' 
" ... . 

rл;е ni приникает все ::1паче1шн от и до 1l , зпак --· относитсл ft C'l'ep
anя11 верхнего попса и + -·- к · стержша1 пижuеrо поnса , по;rучаех 

0 __ 1 _ '\' (!!:!:_2
1,.. • F с_). 

k- БF ~ 1· ~ F · 
• (. •.. "' 

BЬl'IИC.JlliB тах1111 06разо11 вмичипу ~li , м.1.~ моаем теперь 1tз JtJIИRlf 
проrибов (фИr- с) по.1учитъ лиuию в.1вяии.11 для распора Ц. Нуав:о 

1 
'lольио 11се ор.11;иuаоrы J1ияии Пflогибов помножить ва "7- . Име.11 ..tияию 

. . . ~, . 

ВJIИЯПИ.11 )l;.IB Н; Ubl .NеГ&О строим JIИЯИЮ B.IИHBИJI Jf.Jl.11 мо111еuта м," 
11 .1юбои рле 1п. Момент этот представите.я так: 

:Jдесь через М0111 ооозпачев соответствующий момен1· .11.Jtв простой 

бад кя , опертой в А и в. Искомая JJBHl!:I! в.1и11пин дJJя Мт 1ю1учится, 
Jlom · 

сели мы построиъr линию -- -- , вычтем из нее ординаты J1инии R и 
JJ", . 

ш1едем мпожителr. Ут . СJответствующая площа.-.ъ ВJ1ю1нин заштрихо-

вана па фигуре (d). При оерехо.-.е It числам ор.цшаты 3аштриховаяиой 
нлощци , измеряемые в :масштабе, nр11яятох для отn..1ечени:ых чисеJJ, 

нужно будет множить ва ,1tлину Ут. Имея J1uш1и J1J1ияиия мя Мт, 

ле1·ко вычис.1.яеи ycиJJИSI в понсах . 

Построим теперь .1ия11ю в.11ияна.я '.11.llJI усилия S в ш~.tеом-JJибо 
р~ююr.е (фиг. Ь). Прихепяя способ Риттера, пахо.11;ик для :~того усиJJия 

S = -~ ~ -~ !. -=--· '-. -·~. Во -'- 1l · 
м . Iil} · '1} · ( ," . . ) 

f ' ; 1"; 1"; 11; . 

~дес1, 'Iерез Б0 обоsuа11~яо усиАие .11..1.11 . соответ~у.ющеrо · раскоса. 
. . r . · 

н прост()Й _балочной ферхе, .Состав.1.яя раsпостъ ординат .1инии . и:-sо 

и линии R и вво,.;я 11uoa1treJ1ь ;~ , по.1учае111 . ор~ипаты вси.омой .1ини11 
1 . . 

щюrявв . Сrютветствующаа коwевтяаи ·. п.sоща.-.ь пмде\·амева па фи-

*) к тому же Jie3J.(ЬT!TJ вас . uр11вожот таи.ае Dрикевеиве теоре•ьr К1я-
11еПрояа. Cai. ~ К.урс со•ротнвлепи• Jlatepиaioв•. 



rrrie- {~). Iip-. iJe~xo~e . 1'. чис.rо орАипатьr з.auiтpиxonaifa()it п.1оща~и 

врqетсn •воаитъ ~ кЩФФ!!n~юн~ . -~~. В те-х c.1y'ln~x . кor·.t:~ точка ПА-
. . . 

J!('СечевlfЯ • pacurJt&Гaeт~ Иеу;r.обво, мьr vоже•- по.iiти ну~нЬlе нам 
"".я gостроеuма .llUIИR BJfllRBИJI ч'IJC.la 

Х; У; 
-- и -
!l.i r• 

11утем опре,1.е.rепи.я уси.1иА в рассматриваемом. раекосе · д.1в CJJ:yчaen 
А = l • н = ~ 1 •. Обозиа11ая ·.соответствующие · )'CRJllllt чсре:~ . 

(S)л : .::1 и (S)H=l 

и nримепnн способ Риттера, nахu,!,им 

Х; (S)A -' Yi . 
-;;--=-IS) ; ' - =.:(S)л ~1 · 
.~1 ·' Н-! rL 

В 1·ех с.11у•алх, кorJr.a 1·ре6}'етt11 11ринлп, м нникаuие J1.•)110.11ви
те.чь11ые уси.1вв; во11никающне ·. от равномервоl'о ваrреваиии r.истеми 

на ~. мы по.1учик соответствующее нозра!'тание распора по ф-.11е 

'11/ 
lft= ъ. 

h. 

rде ~е.1ичи1н\ '1.tl 11ре;r.ставJI:яет уне.1ичевие uро.11ста . 11ри на1·рещ~нии 11 
1~.1учае свобо;r.воrо расmu:ревии фермы и OJi имеет прежнее sвачl\аие. 

, 175) Рассчитать ~вухщарнирные (ч1011ныс сщ.:тсмы, 1~редсm(lвленныr 
на •1ертежах (357), (3()8) п (.:'15!1} . . За д11щвюю 11епавес'l'В}'Ю во всех 
f:АУЧАИХ, Blill"0,11,80 11ыбра1·ь pacпop , JI. ДJJЯ JIОСТроевил JIИB.JIII ВJ!ИJIЯЦ 
Н нуано пре1.варвте.1ьво вачертnь .tмяию проl'пба соответствующего . 
иоаса фермы µа ll =-:- 1. В ауч&е Dре;r.nарите1ьннх расчетов 11ре
небрегаем дефор11а11Ш . ре~n0Т1В, теrха .u• серпови.1.ноi фер11ы(черт. й57) 
41и1"явные rpy8bl . ааitдутсл · :•о тапх· же ф-а11, цк и n пре){ыдущей 
sa;r.aчe. Ис1.1ючевяе еос~ав.-аю"f вкав11е ys.rы, .б.11иаайшие к опорШЦf 
вrарвираu. Что6ьr ~оетавит", н1tпр•хер, ·аырааевие JIЛЯ фикт~цоrо.· 
J'PJA Р2, со011Jе'1'с:rву1>щего mарнирJ 2, мы по1ьаус•сJ1 общей ф·A3tt 
(d) [§ 46]. Встаuаа в ату ф-1)' в11ее:rо у.11ияении AllAl'OHa.t11, р1спо10• 
ate•uol с.tева О'1' рассматривае•оrо у31а, у ;r..11ивев-.е соответстnующеl'О . 
uе•евта •я*веrо ~са в upeиeбpel'U уА.жимевиех жPYNI д11агона.1и" 
п~учw11 на освоваw1н обозяачевий, у1аs&н1ых на фln'ype (Ъ), 

Р2 ....... _1 _. (-__JfJ_ ~-- +_у_, .: . _1_1 ) 
- 111~У2 . 1·2 CQl\i~EF, 1·1Cos11 EF1 ' 

EF. P"-Y1l1. F" +у,1~. FG 
с - -- 1·,2 Fi ,.,i Fa. 

Ес1н nриватъ сечекии верsвеrо я нижнего 1Ю.11Со11 nос·rоявкыми . 
JIO .РИВе, oro воз•оаво AUi.пeйme~ упроще11ке в , внражениих .в;.tа 
Ф••r• 1111ы1: rрузо11. / 
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В r.11учае а1ючuой фермы е нертпю:~лы1ымя пойками ( 11ерт. 358) 
мы . uренебреr~н .JtеформациР-й perne't'KИ, нолучи!I д ,1я нсрхuе1·0 и ~н1ж· 
г,ы·u uо.иеоп одшrt~.коnые криаш~ щю1·и6он для нагру:11;1о ll ::·.: ---· J . Ддя 
фш:тивноr·о 1·руза Рт пользуемtх оflщей ф- J>Й (f) l~ 4{;], 1юторал в ,;:,ан· 

Н!'М елучае пред'Т:'г:~витс>; т:ш: 

;Jдее.ь через :1/от и _l/u,11. оr1щш:иены ордuваты верхш'го :и ю1жн'-';'(1 

уцон, еоотщ>.1·етнующих 1·рру P ;;i . Д.1 .ч ('релпtJго ю1жta~J'(J y:iлr~ • ! 1 щн1;.; 

выражение JJ,J!Л 1/•!ШТ!!ВПОГО l'p y :-;a . в : t (H' HOШll:tJH 1~)·.Щ 01) ! ~ ~- !i! , ~i~--
н11 mет1::-1 т:ш: 

В •:.1y'ia.~ раuенст1ш шшелеi! н .П•Jt:'iO:t 11сп:J. uлощ:~дей 1юнеречных. 
с~:чен и!: uoяeau rю;~:-.rщ1шы д,:~дь;Jейпще ущющепил щ~ражениii д.1.ч 
фи:ктпnных гру:юв. 

U елуча(" арсчпоii •/1ермы ч>иС1л11знтР.пно пvетояппоi"-i высr·Т!l i;., 
можно в оGщсй формулt· 

, , ) !lm l т 
]~}с/ т ~--г:г--

17б) Hrrirmu opi!uнai;uп .н1нии н.шякия ;J.ui Jl 11 с.1уча(' r,Гср.ны, 
1~родстсииенной на черт е:щ:е 3GU. (}штан ноuеречнr.~е еr.".r,нил 110,~сон 
1юсто1шпюмя и прецебреrан у1·лами 1щ1слGnа сп~ржней ш1жщ•rо понса 
к гориаонту, иы па осповаюн1 ф-ды, полученной д.'lл че1>тежа (з~,sJ, 
будем имеп 

!1ольl'!у11сь размерами, у .1\азашшмн ;Ja чертеже , пол учшr : 

р· - ~-~-~:..5 -·· ''О ) ':, - IJ '>" --- ·• ,l. 
•' 

Из1·и6ающие 111u111епты, J.'jы~н-.zнаемые в балке АЛ фи~<т н 1;ны•с1 ГJYf" 
:JaШJ Р1 ·, Р..!.' .•.. будут иметь л.тл у;1лоных ~ечепий ;; :~ачс1;нн: 

М1=69,06 tn, .м~=·:13l3,;ю tn, ]f~:=l~P3,~)t ; tп, J/4 =24S,% tп, 

flf.fi = 2fJ6,.9G fп. 
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)(.'IJI по:1учеии~ прогибов в мt'трах, нуЖво най.1.евиые 1зr•бающ•е 
ЕР. tn 

мш1евты раз1елить на величину --~- · iiJ . 

Чтобы 1юдучить 1Jрдиваты Н .1ивии, нужnо 1ц1.й.1.е1111wе таБПJI 
обра:-щм про1•ибы разделит~, на неличипу GJ1 , 1)11реде.11не11ую по ф ·ле 

Д.тн расс111атриnаемоrо случnл 

~· EF._. -~ r1", 2 -ro 2[?·0'f-_~.9~ + 3,02+ 1.~ + з.о~+ 2~!: + ~±2,4~ - 1 + 
. Л - ..... 1-,11

2 - 2,l2 1,42 0,9~ 0,61 

~ ') 5~ + --0· :!2- = 183,4 tn. 
,о 

Дел.я ва это чис_,о 1щйл.еппые выше авачеви.я иsrибаюmнх мо
ментов от фиБтяввых 1·руаов, цо.11учим такие ор.1.ияаты д.JIJI Н Jtивии: 

1!1 =0,38; Н2 =0,74; Вз=l,09; Н4 =1,36; B r. =l.47. 

177) ПocJl'tpoumь .111хии влияния длл стержней 11р1щ r: затяжкой 
(черtп .. 'J61). 3а лишнюю яев::~вествvю примем: уси.1ие Н 11 затJ1ж1tе 
АВ. В таком сJ1учае, uривимl\.JI за II-oe состонвие то, которое пред
ставлено на фигуре (11), ц поль3улсь теоремой о взапмвсстп переме
щений, получаем: 

1)-ГRfда 

1 . ;;in-.--- на,1 =1 

1 ' ~IH 
И= ---. -г· 

&4 +ЕР 

Hl 
EJ<'' 

:3десъ ве.JJичппы: ~т и Qh иаходлтел тair, хак это было разъяснено 
в предыдущих: задачах *). Через Р обозначена площадь сечевин 3а
твжки. Теиrrературнъrх ваор.яжевий 11 этой ферме при paDHOJН!pBQ~1 
еаГJJевапии всех етержпей не nо.Jtучвтсв, во e~JIИ температура :штлж~;и 
отличаетсл от температуры прочих частей на t0 • то при этом но:ши
хает распор, оuрt>де.11лемый 'ф-ой 

Ht = + --~-IJ_ • 
h 

178) Построип~ъ Н линию для арки. у1;илешюй жесткой 6ti.1киie 
(черт . .'-J6З). 3а .~иmоюю веизвестяvю · 11ркви11аем rорвзовта.:rьвую пр~1-
экцвю 1I уси.11вй в элекевтах щарпирной арки. Если иs по.люеа О 
проnести лучи, параА.11:\дьные звевьа~ арки, то. на вертикаJ1и, отстоющ•й 

на рассто.янии !-: от О, эти .1учи отсеJ>ут отрезки, р11.-внъrе усп.111ш1 

*) У.s..111ненкем uодвесок мы прu 3том пренебрегаем. 
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в по.1tвесв:ах. ,J;.пины .пучей представят усилил в соответствующ•х &Jiе
•евтах шарнирной apitи. TattвJI o6paso11, все ani, ,,жеtствующие ва 
поJ1;креп.тнющую балочную ферму, бу.цут известны. Д.1.а построовип .11и
.вии BJIИJIBИJI Н 11оспоJ1ьзуе11ся теорехой о взаикиости пере31ещеяиt. 
За второе сuстовяме прu»ех то, когда Н = - 1, и J.111 этого второго со
стоввиа построим JIИRHIO прогибов ка1t веревочцый мноrоугольнвк длJl 
фивтиввых грузов Рт и Pk. Пренебрегал .цефорхацией решетки к 

примеяв.я .1..11я опре.це.11евий У'~илий 11 пояс~: способ Риттера, на'fдеv 
»Я фиsтивных грузов такие выражении : 

у"/ · "• 1. . 
р 171 = h2 ЕРо : pk = J,'i Е1''" . 

З,1;есь сечения :зepxnero и . нижвеrо поасов upивJfТLI постоаившm 
и соответственно · равными F0 и Fи . Дм удобства вычислев1Jя :.ы 

uо}Своавм по.чченные uыше :-tмачеви.я ф11к-rивны:s: 1·рузов ва !:OC'l'OJIBHJIO 

вeAli'IИBY 
EF,,71.2 

- -г - · 

и бу;~;ем поJ1ьзоваться фиктивными гру:тми 

E v 12 Ет-· и F0 р - ,.L' tyl D .;__ . Р' .с"" р ' · т- --;--_ .1.-т--?lт; k == --,-· k = У k - F-, • ,, ,. tt • 

В 1щ11ьнейших вычис.пениях приме• дJJ.п вamero чвс;1lелuоrо при
Fо 

мера у- = о,::17. Бvоме того, фиктивные гvузы верхних уs.хов распре-
11. 

дежи• между сосеJJ,аи111и нижпкм:и узлами. В такоv. случае д.пя тех зва~ 
~евий ординат, которые ука:'lани на чертеже, мы легк'.) находим, что, 

нnпримеr, фиктивный груз Р4 опреде.rится ф-ой 

1 
P,=z:: У4 + --2- 0,37 (Уз+ у") == 4,18 tn. mt. 

По.~1;о6ны11 Qбразо~ находятся фиктивные грузы и д.lia других узлов. 
Мы поJ1учим 

Р2== 2, 14; Р4= 4,18; Р6= 5,80; Р8 ~= 6,9G; Р1о= 7,64; Р1 2= 7 ,88. 
Соответствующие этим грузам иsrнб:tющие Nо•енты в умах балки 
.АВ будут иметь звачевия 

М2= 3,125. 30,7; М1= 3,1'2.:'>. 59,2; М.,=3,125: 83,5; М8= 3,125. 102,О; 
.Мн/= 3,125 . 113,6; М1~ = 3;125 • 117 ,5. 

El'r/I' • 
Де.11.п мн моменты на величину -~-·--- , мьr оудем лолучать в ме-

'· "Трах прогибы соответс·rвующlfх · узJ1ов. Дли 11олуч~нин ордппа·r Н .11иви{f 
вужво прогибы фермы ра3л.елитъ на велиq}Qiу 0

11. , nредставлвющую 

сблвжевие шарниров С И D 11 цучае Л = - l. При вычисJ1е1t11~ 
~}i буде~I ПOJIЫIOl!RTЬCJf общей ф-ой 

• 8 1! l 
6 1r = ~ ]i;~,- , 
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'DpJf ЧltK СJМКПровавяе расПрОСТf)&RИМ JIИШЬ Ва'. t.тер&ВВ ПOJIC01' · ба• 
J[OIJBOЙ· феркн и па эАемевтн арки. )(еформапией : по.1tвесок и ре111И1• 
фермы · будем преиебреrать. В та~:о• cJJyчae 

EFJ1' ., . ·. lь • 11' l!'o .· . . -r:-·- . r:,11 = r.?lm - +о,з1 ~ 'Y2k; + -А-- . -Fь .. -.. (а) 

Первый и uторой 1JJ1еиы · в правой' 11аств равенства соответстВJJ:W 
·верхвеху 11 нижнему поясу фериы. Третвй 'l.1ев отвоситси х сте~н11и 
· арк:.r. В пек чt>рез Fь о6о3.иачено 11остояввое сечение этих стер.&D't'Й 

и черЕ'.3 lь -~ива ед. Uри cocтaBAeDИJI третьеrо ч.11ена ;иы вре11~r.11к 

п,аuопок стержней арки. УсиАиа S' длл · всех этях стержней припл;rи 
раавыми е,т,инице. и ,ц,sиву равной л. &тanJa:.11 в выражение (а) pa.'11ePJ.1, 
У1tазавине на чертеже и полагав Fo : F1ь , = 0,40 по.11vчии E.ft!: о• = • . • А 

2 . (l,872+3,402+4,5~+5 ,4(2+fi , 95 2)+6,122+0,37 . 2( t,н2+2,8~+з-;s22+ 

+ 4 502 ' 4 '"42) + 33,5. 1.2' о о "" "'"-. t f"' . , . -:- . ·-=- -з~2r)- -·- . ,4 = ;!·"•• п . т •. 

Де.11f на Э1'У веАичниу найденвые выmе aкa1JenRJ1 иsrибающвх 
мохеwrов от фиктивной наr·рркu, no,iyч·xs пкие звачеяиа ор;1.иаа'r 
Н .IИ'В'ИИ 

R 3.125 . :~о,7 2 Н 6 R Н. 08 ~= - 29t> - . = 0,.3 ; ~= О, 2; li= О,88'; s= J' ; 

Н1п= 1,20; Н1.2= 1,24-. 

179) liocmpou.m1. Н л:1дuщ д.ля cur.щ,p, 1i, nредставлеННЪtх ·ка....,,_ 
111('J/CC (Зб3). 

Для uредварительвоrо р11сче1·а мо;,,м;яо пренебречь J1,еформапwей 
rеmеткк фермы и no~вecmt. Вертикц1.111~1е DJIOraб1i1 уз.rов ,ц,sи< ауча.и 
Н = -1 прощЕ\ ucero по.q.ч:nь путек иостроепи.r ..tияии прощ1ба. ш 
вереночвого хвоrоуrо.11Ы1в1а.. При эток ф11пи·вные rрузы по.-учатсм 
nропорпвональпьа1и ор,11;ива!Ji&М Ут и / ?lk. 

180) Построить лft'lf,ZШ влиll1tии для эмментов фер.Аrы, СО· 
ставле:н:н,ой. из 11eni1, ус~ме·:н:ной ЖCNtt1'oй бал~ (черт. ШИ). При 
сооружении nо~обпых. систем обыкиовеиJЮ производ.11т сuепку по.1-
креnля10~й жесткой ферvн то.1ыю тоr.п:а" &Ol'.Jt& вес частей этuй фepJl.hl 
уже 11еред,аетси на ц·ещ; 11пста. Поэтому при 1•асчете фермы nрихетс.и 
считатьоа .1ишь с уси.11вю1и, 11ы3ываемыми по.1вижиой ваrруакой и с 

температурными па11ражениJ1ми. Расчет ва подвижную ваrру3&у удобнее 
11cero начать с построения .11ипии в.11ияви.11 юr.и rоризовта.1ьвой сос:та.· 
nдяlDщей н· усилий в авNtьнх цепи. :За второе состояние выбвраен 
случай Jl = -- 1. У сuлин n стержнях длп этого состоввв.11 хоrут быть 
.){er&o-найдены 1·рафическиъ1 nутеи . Можно J1erкo составить и соответ
~твующие апаАитические выражения: усилие n хакох-JJибо звепе цепи, 
нак.11овеввi)м & горизонту пщ yrJю!I at будет. очевидно, . равпятьс1t 

н 
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Д.1л уси.тия в подnеске .1еrко состаниы выражение 

H(tg"'t -- ~ga•+1). 

При состав.1еви11 ycu.1иit в поясах uодкреп.1.яющей феркн заме
там, что иаr·ибающие моменты д.ля у:{11ов т и /.;, представ.1.яютс.я 
ф-ами 1). 

~1· ,, н (1w.,,. н) 
, m = 11'1?т -- Ут .= Ут .-У.::- -

, ,f ( и.k . \ 
• 1f1~ ::--: •1

· olv- Hyk = Yk · !lk - -HJ, · • (а) 

r.te Jf.,,. и Мп,- со;1тветсr1Jующие звачени.н момента Jt.llJI простой ба.rки 
АВ. IIoльsyJН~f. сечениями P'l и rs, внходим, что для состолявв Н = 
=- 1 уси.11ил: 11 э.11Р-:меnтах нижнего и нерхпего поясов бу,1.ут пред-
ставлхтъся так: 

Su = + _1 _ _._1lt_ • 
]1. ' 

~ ·-- 1 . ,q," 
'-о - - - -lt-

СоотIJетственно для фиктивных rру:юв нолrчим: выражени.11 

?J" ). р ___ Yt ). 
Рт. = !JEl!',~; k -- ·· li"EF'k • 

Составлял: и3rи6аюпше 1о1оментьr от этих 1·ру3ов Jtлx простой балки 
АВ найJ1.ем вуж.n:vю нам .пинию прогибов )(ЛЯ состояния Il=:: -1. Орд-и 
паты искомой Н линии найд~·тся де.~Р-пием uайдеuньтх прогибов ва 
величину а,, , представляющую сближРние опорных точек К и • во 
вrором состпянии. ко1·д~ ripeдnoлaraeтrя, что э1·и TO'IRИ свободно voryт 
nере:uещатьсх 110 горю:ювта;п.пому Jl:JПj)l\DЛeнпю. Uри BblЧJiICJl('ЯИИ о~ )fЪI 

поль:~уРмся общей ф-ой 

где S' обозяач:~ет усили.н r: е1·ер.жних для состояния Н - -1 в 
r харавтери ~~уР'l' растяжимость cтeJ)ЖJit'Й. ПримеНJl.I! эту ф-лу к ваmе11у 
r.лучаю и npeнeurer·a.н· деформаци(•й 11РдRе1~ок и решетки фермы, по

.:аучик 

Третий ЧАеR этого 11ъrражев·ИЯ CfJOTJICTCTllYPT ~'Jl.ЛtlH~flИJl:М ·зnеньев 
11е11и 0.J) и уJ1.ер:а1tающих цеrrей дл1п1ы 11 и l2 (фи1·. а). Через Fь обо-

1) Соответствующие се•1е1шя pq 11 1:s нрl'),nцсны через 1з.зы ~п я k. Внеm
в111ш CJJJUR IJJI .:~ево' vтce<i P1111oli час·r11 nо ,1.креuлающеl1 фер•ы f1удут: 1) ~p
т11к:uuru сп.1а, деn1-'Т8уюm.:tн по .АС n Jщвн:1. n ·рt>а~шп11 простой i'iuки; ·2) rор•
'\ои ·: ·а.tьвr.в сп.1а 11, nрм.•tо:;r.(щиа11 в ·С 11 :-; ) усИJ1и е в -ра3резан11011 · :1веве цепи. 
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:авачеяа п.1ющмь nопе11ечяо1·0 сеченик це11и. 1\Qгда .шu1111 щ;о1·nбо11 
построена и величина t, вычuслен11, мы сейчас же :vожем uнчертить 
Н .1ивию. Uосле чего 11uжно построить ли&ии в.1илниJ1 д.1111 .11.о»ентов 
Мш и Mk [~1иг. (Ь) и (r,)]. На 01:новании ф-д (а) яацючне:м, что .1(.•11 

. 11!0,.. м •• 
&ТОГО нужно из ординат JIИНliИ . - - в -- RЪIЧесть Ор,1.ИВ!tТЫ н .IВВВИ. 

и~ ~ . 
При neper.o)l,e к ч11с.1а11 нужно буАет орАиваты uо.sученвой таких обра.~ 
sок п.1ощ1ци ВJiияоин, заш·rрихованной 11а фигурах (Ь) и (с), .множить 
ва ве.111чины !!•• и J/k • Имея .1ипию вл:ю1ни.11 AJI1t ~011ентов сей<111с же 
11ожво полJЧllТЬ усилил 1 от nо,1;11ваной ва1·рузки в соответствующих 
стер&ВJIХ ПOJICQB. 

Чтобы востроить .1ипию JJAИJIRH.11 )i.JI'I поперечной силы в се
"Чевии pq воспо.1ьзуехся ф-ой 

l.!=lJ/) ·-HtfP.=lf/11. (Qctg'1.-R), -

rде Q0 - перерезывающан сала для простой балки ·.и а··- у1·0.1 на
uона uepepe::iaнвoro :::111е1111 п,епn. Соuтветствуюu~а.н :момептнан площliдЬ 
заштрвхокаnа на фигуре ( d). 11 pii переходе к числам ординаты дол~sны 
быть умnожевы 1ш tga.. Построенной JIUHИt'Й можпо в1.1сподьа1,ш~.тьс.а 
JtJI.a получения усилий в соответствующих раскосах. Намеченный цесь 

, .ход расчета nрииеиии ~·акж~ в ·сАучае шарнирной ар1tк, усиJ.енной 
сверху жесткой 6а.1кой (черт. ~65 ). 

181). Построить линии алит-1.и11. для стержн.сй трехтарн.ир
ноzо моста, предсщавленн.о~о на •tертеже .'Jufi. Так xatt все опоры 
оредuола1•1tю'l'с.11 подвианыии и мо1·у·r свобu~но перемещ<\тьсн по rори
зонтальпоиу направлению, то rори:-юв·rалью1я проеrщи.н Н ускдий в 
з.1еиентах S1, •.. В" при вертиu.1ьной вагr1узке оетаетСJ! no<:·ro,11н'ilo~. 
Ее мы Пl)ИМем :за лвшвюю неus~:сстную и 1~оr,трuим длн пtщ линию 
влилнин, применял теорему о 113аимвости перемещений и 11uб:.: ~->ан за 
второе состояпие тот сАучай, когда внешней uаrрузки HRT и н.·=-1. 

Поетрои11 д.11а э·1·ого состuлния лиuJ1и nроrибон и ра31\Р.д !'t' ве.11и
чины про1·ибов о," ва nе.11иqицу о~ , определяемую ф-ой 

по.1учии uрдян11.ты ис.1юхой R линии. Фик1·1шю.~е гру;н.r, uу ::;ные )(ЛЯ 
построев1ш линии нро1·ибоn оuределлтс.н д.1я .&i:Lждого ld<> пролетов та
sи1111я ф-ами 

р - У.,. ll/I 
111 - -,;:;--·z;--p ; 

т L'-1 m 

р Yk. l~ . . 
I• = -.~ EF. 1 k k 

Имел линию 11линвиJ1 для .Н, мы мож~м пос·г1юит1, дllНИ.iО 11.11и.ннин 
для из1•ибающих моментов М," и 111.л-. которыми определяютс;f усилия 11 
поясах. При этом воспо.11ьзуе~1сл ф-амн 

М," = Мот- Ну,,. .; М,. 



r де Во~ yciuiиe в то• ае раао~ .ив простой бuQ'IJJЮi ~· 
182) IlocmpoumЬ линии МШl!Кия для ~тер:JtСЖ!й mpeжnpo~mnd2o 

кош.~ольио-орО!i'Ноzо моста ( •epr • .367}~ За .1ишвюD м.авееnr_ую ·д1>11а11~ 
!llaeк распор 11. На протлаевwм ••ero ПJI0.1ета .111п• -slJIJIQUI ,.t.;Jя 
.Н0 11аче)>т11те11r тпа:е, как и· в~- .-вухmариирвой .-. ~.н• 
apu бу ~ут wt~.:rветствовать пр•~111еАвые участка .1aJ1a1t D.JJt.&Uи.11 ... 
'l'&к иа& J..IJ wt.то.11виJ1 В= - 1 JCll.1118 в э.1е11евтах ховсоаi -p&sltll 
ву.~ю, хонсо;1.11 ве жефоркнрумСJ1. Эr• Ьр.ямо.111нейвJJе уч~• АUтса 
врож~.1аеи.и.я.11в .-райввх сtорьв .uп8 R (фиr. Ь).1), uocrpoeв&d :4.1.&· 
срежвеrо Про.1ета.. Yчacru .пв1111 uао11.я д..11.11 Н на прот.11ае.вн со" 
еюrвиrе.1ьищ бu..Jчt!'к бу.-ут тцu 11рахо.11tвеАвы. Jlиua .uu.ц 
.1:.U ~мевта М" '3 . JCUOJ1".186o уие m JIO&e1' быть пОстроеnа 118 CleRO• 
вавия ф-.1ы 

_. rr . . м,,.. . R 
" . . - .М;,.,.-.п:~'I - (" -- - ) 

··- • - " .• У. . 

Соответствующu . п.1ощцL uанвиs аmтрвхована 1ra фвrуре (Ь). 
Орживатн этой п.101U.1.и . вуа80 хноаитr. ц ве.1вчвну '!lm • 

18.3} Построwтъ .аиню в.шяния дАА 9CJfAUЯ е Одиой из. дШUQШl.Aealo 
средней tUJнeAte ферн.ы, 11ргд1.,'ft~Q.11А1:нной на чqn)НЖе (.~68). За ..1•Diвnю. 
иевзвествуl) првкем иекохое уеи.111е S 1! OAJIOI И3 сре.11.вих д.иаrовu.еА 
1 np1xeв1il теорему о ва-аимности перемещений. Соотвметвующее 
В'l'OJ)()e соС'J,'О&вне свете•w . пре1.ста11леяо па фвrуре (Ь ). Обозвачм .J;.IJI 

зтоrо r.остмвия чере3 8" про1•ибы Y3.'rO"s яиж11е1·0 uo.aea феркы, . на. 
. хотор1•й п~ре.1;аетс.11 nо.а;вваваJ1: нагрузка, и череа O/t сб.1иаение· точек: 

при.аоаевив сил ед;внвца, 110.J1учи11 ур-яе 

1 . 8т +В . OJi = - 1 . Sr 

rде r опре.1.е.1нет растлаи11ость .J;иаrова.1и. ДJтя исsоиого уси.1111:.11 no.ay
•ae• вырааеа.ие 

1. ~ ... 
S=- -·-·-- . '>• +r 

У СИ.JIВЯ S пропорцiова.11ьлы ?'т, и мы получим очертаяие иско

:кой .1пвии в.1илпиJ1, есди ilрцставии себе л;ефорuироваивое состоани& 
феркы ддя 11тороrо со~тоняия. Вид деформации (Фиг. с) по.11учаетсв 
JJerкo, та& ка~ искажае'!'СJI л11ш1. средний прлмоуrо.11ьпик abcd. 

Ливвя acdb, соответствующая прогибу виавеrо пояса, опре.целяет 
. собой .1111н11" миявия ~.1.11 Н прв передаче Н<\rруз1в ва нuвве- уз.~ц 

1
) При uостроенп11 ~1воrоуr.о.11оивка проrкбов, &11.& llepeВO'lвor.o :мвоrоу1·01ь

а1sа, враfiвимir ф11кт11вuы11и rpyэa'llк бJ.-JT rрузы, 1ив1ш ;{еl!ст11яя &оторых сов, 
пцают с опорны'llи стсi11:ам11 .-1 11 В. 
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фер51ы. Пр1>rвб веrхвеrо аовса отлиЧаетсв ·О11 · aporlбa ви2;веrо, . б.iаrо
цря саа.тию стое& в среАией панели. Соответствующее очертове 
.овив прогиба вержвеrо uoaca пре.а;етав.1еио 11а фиrуре (с) .1rn11el а1, e'i, 
di, Ь1. )(л.я по.1учевиа звачевий прогиба От проще всего ПOC'fP08'n .п
иию прогиба tоответствующеrо по.11са фермы, вак веревочвый J18оrо
уrо.1ьвик .f.JIJI фи&тивlШх rpysl)в. Для 11ижяеrо пояса яайАе• ва освЬ· 
вавии ф-А (f) ·и (Ь} [~ 46) 

р 1(" ;е +?.c.h) р 1( ... +· ~" iti.h) · "- - od- - - .- - · з=-· -оо -·----. · • - k Cos? Л ' lt . Сов~ >. ' 
Р1=Р4= U. 

Соответствующая .11и11ил прогиба представ.аена ва фигуре (d). 
Для вер:s:неrо пояса. яа основани ф-.1 . (1) и (ri) [§ 46], по.1учаек 

~а 1 (, ;е ~h ~и:li) 
Р1 .:::: ·.-- ; Р.)•= - r;(l- - ,- -- - ---=-- +- ; 

л - л ' J,QВ":( /, /. 

р . 1 ( . 'Ь+ . ;е 2acJ1.-,. р _~с 
3•= li - _,J Cos-:r-·-Т-;• 4'-Т· 

Линия nрогиба nредстав.~ева на. фигуре (е). 
Чтобы получить ординаты линии вJ1ввв11а ,ж.u 8, вуапо вай.11.ен

вые нави про1·иflы разде.11итъ на отt + r, г.а:е ~h мnает быть опре.11.е.жева 
по прежней ф-ле 

.Легко уоедитьс.и *). что ординаты uо.1учаеJ1ой таким oбpasoJ1 IBllJПI 
nJJи.ilsия, в cJiyчae пере,11.ачи ваrрузu на. нв•ние уз.1н, ВАвое хевьше 
up.viяaт той .1ипии МИJIВИЯ. котор8Jf по.1учаетса ,ц,1и S при отсутств111 
перекрестной .1,нагона.1и. В саком .5;е.1е, прогir.б ~ 2 , соответ~твующвй 
уз.1у 2 и опреде.1яемъrй как Иsrвбающий момент от фихтиввЬtх rpysoв Р2 . 
и Р3 АЛИ ба.1ки аЬ бу,цет равея 

~ 2), ('d ;г + teh) 
. i =---:. - f,h, 0 - ()о.~т- · · Т · · 

С.щ1tовате.1ыtо, прJ1мая ас (фи1·. d) буА;ет отсекать ва правой 
опорной иертика.аи oтpesoit 

>.('а ;г + .,,с/1. \ 
- -,-; о - OJ.;; Т) . 

.ЦеJl.и вто яа пе.1ичииу 

,.. -j- >. ( 2 t.clt "1. + 2~~. l\ (Н r --- - -- - 2r;r1 --1 ,. -1 л _ i..;' 
DO"!'IИK 

1 
2 Sin'i'' 

•) Мы пре,1;00.1аrае• о,1;ию\ков1111111 се11ев1tа nоасов Ь и •i; i -ra1tжe еt!•евия 
croe.a а 1t с. · 



- 8S -

т. е. половину тоrо, · что получается при отr~утствии нерекрестной 
диаговаJ1и. 

Когда npиxoAИTCJI расr 11и1'ЫВ&'l'Ь c;trтe11y с большим числом пере-
1tрестиых .в;иагонмей (черт. 3U9), мы:, д.лн нред,нарuтельноrо подбора 
сечений., произведем расчет в предположении существоuа11ш1 снflча.11а 
одной, а потом дру1·ой системы раскосов . B:~11n иолусу:ииу 110J1учающихс11 
при этих расчетах уси1ий, мы по ней подбереl\! еечени.11. По,зученную 
таRим образок ферму рассчитынаем: те11~рь как систему с лишпю~и 
брусками. За дишл-ие . цримем vсилил Х. У, ;7, . . • • н диа1•онал11х 
()ДВОГО направления (фи1·. а). :Величины этих усилий найде~I способом 
Максвеля-Мора, Общая .ф-да Д.1Я усилия в каком-.либо стержне 

S _ ~ +с" ·"° -f- ~"' } r _ i ... ~"' '/ '- . _, - uo о л п . г /1 / ; 1 • • • • . 

в }tанном с.~учае значительно у11рощаетс.я, так 1шк усилие н какой" 
либо 11.иа1·онали вьшывает наilряжепин лиш" 11 стержнях соответстuую
щей паиели (фиг. Ь, фиг. с). П оато11у, в yp--иJI дли определения Х, 
У, Z будут входить не боле<> как, 110 три неизвестных. 

Если мы будеи. сравнивать действительное состояние сис1·ещ.~ 
(фиг. а) с состоJшием Х = 1 (фвг . Ь ), то нам придется иметь дело с 
удлинепинми брусков 11Е:\рвой напели. Удливеiшн эти, нообще 1•oнopJr, 
6удут зависеть o•r сил 1' и /.. Поэтому, соотне·ге·1·вующее ур-ие на
пишется так: 

У д.tипевии брусков нторой · напели ~авислт, вообще говоря , от Х 
1· u Z. поэтому ур-ие. 110лучающеесн при сравn~nии .пействителъ~о1·0 
состояния и состоянии У= J (фиг. с), будет заключатJ. тр.и неизвес·rных 
и напишется так: 

"i.S" (Sп + 8' Х +·8" У+ S"'Z)r -j- 1 . У1·~ =о. 

111, три неизвестных будут заключать и все прочие ур-ин, кро:11е 
пос.11едвЕ>го, 1! ко1•орое войдут усилил в .11ишиих диа1·оналнх только 
двух Пl)сдедних панелей. Таким образом, расчет системы сво11.итса к 
реrнеиию системы 11яти ур-ий: 

"'-''S' • .. J_(."'"'2· • 1 • )Х - '- ''S." '"'" ·У-о -J....1 o"- l .._.._J 1 ---т- 11 ,,/.. 1 _. ,.__ о1 .- а 

'~ c-"s + ,, "' .~ ·'' · х -'- (', '-'"~ . '- .. ) 1- ..L '' "" ' s·""· ·z· - о _" or .,.,., ··" 1 ~ 1 _" r 1 1 2 . . 1 _,, , 1 _ . •. 

из которых пер11ое и пос.1едне~ ааключают 1ю две неизвестных 

и остальпые.,-·по три 11е0аuествых. Решение этих ур-ий нрощЕ> 11се1·0 
110J1учить путем последоr1ательных приближений. Мы 11uс1юд~::1уемl'Я те)I 
пбстолтельство:u, ч·rо члены . имеющие своими коэфф11циен·1·а,1и сvммы 
вида ~S' "S''r, "i.8'' 8" 1

1', 11~1еют ера в ните.нпо )tалое зв.ачение, и аа}1еннм 
. в них лишние веизвN·тнып Х, 1·. Z .. .. Т~}IИ приб.1юкенны•1и ::~на· 
чеивuи S1, s~, 85 . . . Э7ИХ усилий. «оторыми мы по.11.:юnа.шсь . пр.и 
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пре1.ваrJитед1.Rом 1ю,'J,боре ее 11Е'н11й. Тщ·да дл11 нодучепия еледующ~1·0 
пряблпжепия мы получим ур-и11: 

"S.8'801·+ ~(S'2r -t- '1·1 )Х --j- 'i..':IS"гS~ с:: о 

!.S.'Sor -1- "S.8'8"1·81 --t-\l:S"~,. +г!\ У_+ 1:5'' S"'1·S3 "" О, 

хажд.ое иа которых ваклю•шет лишь о!lну и rи :шt>rтную. НайА.н отt:юда 
прибл11жен11ые аначения н~извfч:тных .. мы може11 тем: ж~ путе~1. вы
числить следующее ПJJиб.лижеш1f и 'J' . д. 

§ 52 . .VnpoщeнfltJ, получаеlf: ые путем надлежащего выбора лиш

ню: неизвестных. 

Расче1· статически 1:1еопре,:r,е.1ш1ых с11сте~1 сводитсн, ка~ 111ы 
виде.11и, к решению системы .111нейвых уравнений, чис.10 1юторых со

ответствует числу .1ишнr1х пеиsвесrных. Это реше11ИР не нстречаt:·r, 

конечно, каких-.~иоо принциuиа.дhных :{атрудвепий, по ддл прак

тических прв:доженп_й обыкновенно .лвляется ныrодным так нреоб· 

раsова.ть :ну систему, чтобы в каждое ураnнсние входн.1а .лишь одна 

диmни веизвествал. Такю1 пут~~t пс то.11ьк.о упрощается решение 

уравненпй, но также устраннстсл то након.1еR11е nоrрешностей, кото

рое связано с пос.1t-доnател1,вю1 ис1r.1юче11ием неизнееrных 11ри 

реmениn системы уравнепий. Положим, что :.~ы рассчптыuаем систему 

с лишними опорными реакциш~и 11 оrюры. устроены пр11 ::Jто~1 та&, 

что допускают перемещения .1ишь u на11ра1Jлен11и перпенди&у.н1р

ном реа~щинм. Применяя теоре)tу о н:;анмности nеремещенuй, }!Ы 

получим n этом с.~1учае такую с1н·тему ура1:111:ч111й ;рн ОП)Jl'Ле:~енин 

:зшшних неизвестных 

\' }.J ; + xr, . У' + ?о + '- т "111.r х;(' Т · 0y:r: · /, rx 

" Р t. -t- х~ _J_ Ус + zo + '- т "'!' ху 1 уу ry 
,, г t- + х~ + У~ + ·7 & _L ~ ·т ·mz ~ :t·::- !/.? z ,, ?Z i 

=О 

= О 

=О 

. (а) 

Б х ' ~ уквои " иы оооаначае)I 11ере)1ещею1н узлов t~н ~н:)ILI, соu1-

ветствующие фиктивным состоянив.ы Х = 1; У= 1 ..... llpн 11c.1.1 т~р
вый значек у буквы ;;. О6()3Начает. шtк11й 01ле леремtщснне е\ЮТ· 
ветстыуст. а второ11 zвaчeJi ука:::ывает. к.<.11'111 t • типа сим.1. этv пере

мещение вы~ва.1а. 1Т си.1ы , 11 сои·ветс~·ву1• • ff(<11; ш1 Пl'р~ьн: щt>н11а .uы. 

как и раньше, повимаtш в пбоGщениом с~1ьl{:.1е. Ипоrда это бр.ут 

отде.tьные си.ш, шнн·да пары си.1 1r.ш друrи~ хакие-JJибо rрулпь~ 



си.~. Osasuвaerca, '!to 11ы . всеrха хо&е11 :~fЮрат~ ;жиmяие иеив
sесrвЬ&е · 'fl.itиx 06paso.11, что в ураввеамх (•) nропа~ут все ч.1евы 
с вея3Вестян11U, за1t1ючающuе букву ~ е рааlШ•в sвачuкв. TorA& 
д.tн ~.11ншвях вевsвестных по.11учаТСJI таае П'jюtтые вырsжеви.я 

''Р а "o...._L • х . ··-- _ _ *'_1~_i 'l'ШХ_ . у "".с"' -wzlJ - - - = ·- ·. · . ; . • 9хх' . oyg . 

z = - ~ Р,,, 3mz . ( :\. 
. 3zt . • • • • • . br 

Пуrъ, ~wторык нужно п~и атох итrи, . выасяии .на простых 
примерах. 

Возьхе• с.11учаl ABJX ..tвmнux · певsвестнuх. Tor.1t.a уравuеяиа 
. (а) ••пишутсв так 

-IP.o,11x +. .. хахх ·+ Уоух =о 

I Ро111и + х о:rи + Yauy =о 

Чтоб11 по.11учитъ проотяе выраzепвв: (Ы, · нужно вr.lбрат.ь. 
.1вшвие веuJ\ествые таким: образоw, · чтобы 

о11х = оху -= О, 

т •. е., чтобы OAlia .Jl3 :си.1 .··- ве вwзыва.rа nеремещевив, соответс.т.вуЮ
щеrо AJ)yrol сии. Ee.nt· · обе св.1ы при.tожевы: в о.в;вой точке, "°' 

. 1ы:бор па.uежащеrе в_апраuеавв: . ат.их ея.11 кожет быть выпо.11иев 
-без всв:в.вх зaтpyд.llellвt. , Возъ:мек. например, с.11учай двухпролет-
1101 арочвоl cвeteJlfil (черт. 3 70 }. 3.в;есь хы имеем. две лишпиtf 
о.иоряые реакции. За .JJ:иmвяе примем дuе состав.11J1ющие реак
цви А. Одяу из еостав.JJ1ющих, :коrорую m обо3начиы череs 
Х, ваправии rорвsоота.жъяо. Тогда Аруrая составлвющан У до.1жв& 
бяи. вапраuева .. так, чтобы пере11ещев1е, ао1орое получает точка. 
А JЩ)( ,аеlетвие.11 rоривонтал~ноlt СИJIЫ Х, бяJо ваправ.11ено пер
nеи~.sу;r1рво У. В таком случае будет еоб.1ю.-ево усJiовие 

а11х = ахи _ о 

Д;~н опре.це.11еви11 ве.11ичив Х и У поступае.11 так. Сяача..за 
устраияех .1евую опору и в11еето вее приuа..ываем rориsовта., ь" 

иую си.11у, равную еАивпце (ф1r. Ь). Д.1.1 этоrо состоавив: вахо~ 

1) Первvе 18.A&'tW 8'fQro poia бы.аи paspeвreиw Krolш'o• Zcitscbr. f. Вaukund& 
1880 r. • !lobr'o•-~itschr. d. Archit. n. IngeJileur Ver. Hannover 1881 r. См •. 
такае :МaUer·Rreslan. CentralЫatt der Dauverifaluang 1889 r.· 
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iи11, DJrel!f JIQСТроеввл диаrра11::11ы Ви.юо, переиещевия всех JЗJ1Ов. 
Пусть · аа1 цре~став.1ле1' ваn.а;ениое ма:пи 06pa3ou переощевие 
шарнира а1 • inm1 перехещеиве вамrо-"1в60 mаряира ,,._ -'forA& 
проэsцик. ЭТJl~ n_~ре.11ещев11й на ваарав.1еяие св.1ы Х : И силы, 
nри.~ожеввой ;в ,m-.риире т, дадут ;пак :,везвч1шы ~хх и -~111Х· Те· 
дерь призожиfll в ,_шарнире а си~ -едliвица, перпев,ц&f-'Jl.РВУЮ . 

:& Jl&l.цеавоиу :цыше - nеремещенвю аа. (фиг~ с) и li&iA• · переме· 
-щеввя узJов .-;u aтQro нового сост.мпив. На осво1&11и• ·l'l'eopt:иы 

• О ввав11вости nеrрекещевий sак.m.аеи, ·"ITO пе~мещеu.е ti!f.t' 1 
до..жяо иметь вавравлевие перпен.1.в•1t.рвое к Х, и -ero_ 'Ц])ОfЩЦйЯ 
:иа ваnраыенпе mс•r1щ,JлющеА У .\аа' JIOUI - nе.nв11иву ~911 • 1ПроеJС;. 
;цив п0Jучающеrос11 ;~pJI этом перемещения тт1 на вaП'pJIUeвRe 
еи..ы·, при:1ожевоо:lt ;В ~узле т, ;щст вам •ве~Ц-чиву оту- · к.оtа ;JЩ~ 
эти .ве.Jичивы t1al,1;eв.~. ~то ис&омо~ 8Ba1Je«11e .лишних ве.взвеt:11аw:х 
~де.11итс11 так 

СжеАовательво, пере•ещевии узлов фер:1.п.о1 д•lJI с.зуqаев Х = 1, . 
У= 1 t:no.nяe опре,щ11mт аяии uи.вивв A.U :атп ве.1вqви. Лоа
аупс;:, гваченплми охх и oYf , хы .1еrко »O&elt наlтв ве.11ичинu 

реакцвй Xt и Yt , которые воовuкают ори повuшеаии температуры 
1.:исте11u на t градусоn. Длл эт.Qrо уетравим закрепtвне в опоре .А. 
Тогда , при распо.1ожевии опорных шарниров иа 0,1,ной прямой · 
повышение температуры на l rр.адусов бу1ет сопро~датьсл пере

:мещевием шарнира А по JJвя11u, соеJr,ввяющей оnоры в& ве.1в
чвву atl. 13 яействительпостк опор.а А неподвижна. С;~е,~:овательво, 

·.1ювы111епие температуры сопрово&NJ.етса поввлением реактивных 

еш1 X t и Yt , .&оторые и уивчтоzают ваА.аеввое выше перекещt:
пsе от те.ыо'ературnоrо расширения. ()бо;:;вачая через ~ угод, со
став.1немый перемещеяиеи аа1 с вертв.калыо (фиг. Ь ), :ин ваilде111 
.tлл вертииадьной я rоризовтuьной состаRJнюшеА uсре.мещенил, 

вь:зываем:о~·о си.10й xt . выражевив 
а:: = охж Xt ; у= ~хх ctg ·р Xz · 

Точно так.;ке .11;.1.я си.п.~ Yt ва:i1дек 
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Из ус.ювий пеподвижпос'l'и опоvы А 110.~учае:м 

отsуда 

s;, х l ~ х - у ;1111 и;х:т: t = ·1.f ; 0х·х' ctg :Р t - t Si11? 

a.tl 
Xt= · 

Bzx ' 

На ра.ссJ1ютренно:111 примере JllJJ шжа<1али, как можпо ШL1де
.жащн111 выборои напраn.1ений длл состав.н1ющих Х и У достщ·
нуть TOI'O, ЧТО П)-ИJI, с:1ужащие ДJ111 опредедеви.11 дИШНИХ пеиз

веСТНЫХ1 будут за1tдючать каждое лишь по одвоn пеиzвествой. 

Той же це.ш можно достигнуть и иными путями. Можно, напри
.мер, за .1ишпие неи311естnыл принять си.~ы, входящие в выра;r..е

нил реактивпых усидий IJазных uпорных уздов, но в таком c.1yqae 
эrи узJы придетсл соединить допо.шите.1ьвым:и свJ1з11ми, нри по

мощи rю·rорых задача 011.ять сведетсл к си:rам, нри.юженным 11 

одной точке. Например, в рассмотренном ва111и приыере можно вЬI
делить вертикально~ реактивное усидие, действующее в В и I'ори
:ювтальную составлнющую реакции А (черт. 3 71 ). В тающ <~.i.v

чae вводим допо;,шите.11ьные нерастлжимые бруски ЛD, DF, 
FE и ЕВ. l'flрИ.зопта.1ьное перемещение шарнира D и вертйк.аль
ное перемещение Е обеспечим особыми напрэ.влшощr.:ми. 

Прихдадыная в точке Р 1'11.чю либо силу, мы те~1 самым 
прилагаем некоторую вершкальную си:~у, действующую ~ia нашу 

систему в уз.1е В, и горизонта.1ьную силу в А. Сl)отношение между 

этi-Тми сила.ми будет определлтьс» вапраn.1ением сиды, приложен

ной в F. При надлежащем выборе величины и направ,1ени;1 этой 
сИ.'IЫ~ мы с.иожем ею осущестnuть оба выделенные нами реаrtт11в.

вые уси.1ия, имеющие место в дейс·1·1ште.1ьвой ферме. Две соста

вллющие Х и У этой силы и примем за дишние неизвестпыя. 
Направление сп.ш Х выбираем прои;;водьно. По этому направде
яию прикладываем сиду единица и nаходим. одним из известных 

нам способов соответствующие переl\l.ещенин узлов системы, в том 

числе и перемещение F.P, шарнира F. Перемещев11е этого шар
нира. в направ.11ении прю10женной нами силы да.ст величину ;,,~:х· 
Направдевие состаюяющей У выбираем перпевдикулнряо R PF1 • 

Вызываемое ею перемещение шарнира F должно, по теореме о 
взаимности перемещений, получитьсл перпевд111tу.11.11рвым R выбран
ному направдению Х. Дадьнейший ход vасчета остаетсн таким: же, 
как и в выше разобранном СЛ)'чае. Когда приходите.я рассчитывать 

еистемы с тремн л~!Шними реактивными уси.:шлми, мы всегда :ио-
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жем эти уси.:rин привести :s си.1е и паре си.1, приложенных 1• o;t-
. во11у жес·rsому 9J"еыенту. Точку прило:кенин реактИввой.сиды мы 110-
же:м выбрать так, чтобы она оста11а.лаrъ пеподвпз~шой при при.10-

жевt\ пары. 1'оrда соответствующее ур-ие, состаR.11еппое па осно
вании теоремы п взаямвости перемещепПй, будет заR . .цочать в себе 
одну .лишнюю пепзвестяую-реактивную пару. Чтобы два другие 

ур-иа также з11;к.11ючаJJи лпшь по O,!UIOЙ неизвестной, мы выберем 

направления сост&влпющuх реахтиnной си.1ы тatt, иак это было по

каза.по на предыдущих приNерах. 

Воsьмем: в качестве примера · с.ччай арюr без шарниров 

(черт. 372). Неизвестные реа~тивв:ые усплня. <'1Jотnс·тстнующие 
уси.тиJiм: опорных стержп:еЯ .1евого конца арк.и, ~~ы можем sаме

нить си:юй и парой, при.110жеввыми к абсо.~1ютво жесткому тре

угол1.ни~у АОВ, за1птриховавп()111у на чертt>жс (фиг. Ь) . По.11оже
пие пары выбираем производъно. Ддя выбора точки О, 1·де дО.'tЖНБI 

быть приложены составллющие Х и У реактивной сюrы, мы пред
варительно исследуем деформацию системы Jюд действием пары. 
Д.1я этого отбрасываем: сиАы Х, У и Z п прикда.Цываем к жест
кому ·rреугольнику пару сил с моментом, равным единице. Д.1я 

этого сзуqая мы бе3 затруАнепия :можt>111. найти усилил во всех 

брусках систе~1ы и можем построить диаграм11у перемещепий. По 

перемrщсн11ю1 точек .А и В паходим :мгновенный целтр, относи

тельно которого nоворачиnаетс.я жесткий '1'реугоJ1ьпик, и ::~тот центр 

11ри11ем за точку О, n которой должны быть пря.южены сю1ы 

Х и У. Направ.~еяие сиды Х может быть выбранс щюизво.ппо. 
Тог;~:а сила У должна быть nаправ:rена 11ерпепдику.1яр1.Jо к пере-

. мещ~в:ию точки О, вызываемому с11.1ой Х. Прпменм теперь тео
рему о взаимпости пере11ещепий и выбирая за 11тор()с состоявuе 

поС-Jедов~tте:rыю слу•1аи Х=-:: 1, У= 1, Z= -~~' 11юучи~1 три 
ур-иi!, каж;ще ив 1\Оторых будет ;.{ll.I>.1ючать .11ишь по олюй неш~-

11~тной. Таким же путем :мы могли nы иссАедо1н~.ть н fioдee с.10-

жвы:е системы с чстырЬЪ!il , питью и '1" ;i.. неизнествьаац, но в 

·lfТИ~ случаях вам приш.;~ось бы вместо одного жесткого треуrо.1ъ

вщ;,а АОН, ввести соответственно систему, сос.тавлепную из двух. 
трех и т. д. треуг~м.ьяпков, евлgаоных шарнирами. Над.113;n.ащии 

т.~бор011 точс1~ 11ри.11о:жснил сил на этих жестttих э.tементдх и ваА

.1~жащ11» рас1ю.11011:еJiиеи соедините.1ьвых ш~рпиров, можно достиг

нуть того, что е каждое из )·р-яй, состав.1еввых на оспо~аяпи тео~ 

i1eмJ.1 о в:;а11мпости uере11ещ('ивn, зой;~,ет JJИШЬ одва лишвяя пе-



Jfзnестиал 1 
). · П утъ &тот, npe.ino.taraющий что ис&оmя уси,1ия 

передаются на расскатриваеvую с11сте~1у при посре;tстве особ11й 

системы абсо~ютно жсеn:их стерikией, НВдJiет~.я при бо.11ьmом чис.~е 
Jiишпих веизвестпЫх весьма сз:о~m.Iм. В этих с:хучавх выrоднеl 

епачаJrа ваписать ур-ия, выбра:в . ~а лиmнш1 НС'извествыя оцель

Jtые peaJrtИIOJыe силъr, првл/N&еявые в опорных точх.-~х фермы, R 

пото:\1 уае поЗученную таJiИк обрааом систеыу .ншейвr.п ур·11й 

преобразовать .с помощью дивеАво1l подстановки так, чтобы в ка

ждом ур-ии оста.1аrь .шшь о,цва веиз~ествав. По.!:обвое n·реобра-
3'0nанце, А:& мы дальше ув11ди!tt;. . 6у:дет равносвльво · введению, 
ВМееТ() ОТ;!(е.!ЬЙЫХ C'JJJI' , оообщенНЫХ. tP.JJ DJ)e.ЦCТ&JJJIJUOЩИX СО(iОЙ 

.f'Р1'ППЫ сп.11, 11аходящихсн межд.у rооой п извество:v соотношении 2
). 

Обозпачим через А, В, C. l. реаnввные усилив з~нвой 
нам фермы, которые мы проем за дюп1щl:' вепавесrвыя. Tor,s;a 
m осJЮвавий теоремы о взая:мя.оста u:ереиещевий иы с:можем со

ставить систему .1ипеnных ур-ий тuoro вида 

!..Рт Оп1а + A81Ut + IJl}ьa + Со,: а. +. . = О · 

. (с) 

Чтобы по.ччить систему ур-иП, 3ак,1ю1Jающих "11uшь п.о oдtюii 
~пеизве:етвоn, :мы введем вместе А , В, С новые переменпыв Х, 
У, Z ев.язаВ'ные со старыыл та1t · 

А =qttX х+аау у +'1.а:: z+ . . 
В= IX/1,r. х+а1щ У+а.ь :: z+ . . 
С=а.их Х+"щ1 Y+"cz z+ · 

(d) 

Эти новые nеремсвныя 11редстав.Iяют собой обобщенные силы, 
-тяu. которых .1ешо выясвл~тся при помощи ур-яn (<l). Ес.11и в 
тих ур•иях ПО.'ЮЖ!!ТЬ 

X=l : Y=Z= . .. =6 . 
ТО П6ду'IЮI 

А = l . а.(1,;с: В= 1 . 'I /J:r ; ·С= 1 , a.rx 

1 1 1Iеско,1ько 11р11жров зто1·0 1щ11J\ рассмотреnо в !iypce l\ltiller·B1·esl11.u 
1'j1аф11ческая ста11111:а т. JI етр. 141 . 

2) Ilрпеи ;П()Т · p:щrafioтa.11 S. :МuПеr. C)J . Ceнtra\Ыatt der Bauv. НЮ7 r. 
crp. 23 · в 253. Да.нвеiiшпн 11сс.1едованил, оr11ослщ11нсн к решев111t" с11сте3IЬ1 .1111· 
нсrtны1 ур-ий. по,;rучаю11111хс11 нрu расчете r.raтnчec 1t11 веопре;1.ед1.1~1.~х Ферм csi . 
.Л. Hertwig, Zeitscl1rift fuг 13:11,iwesen l!HO r. стр. 11(). Pirlet, J)nr E1senba11, 1910 J.'. 
~~тр. 331. 19Н r. стр. til . 1Щ5 r. стр. 1117. 



-9'5-

оtюбщевваа сила Х пре.цстамлет, с:1е.1юt~ате.11ьво, ту rpy11ny 
·CJl.iJ, которая COCTaB.il.lfCТCJI ИЗ CИJI .А, В~ С, оропорЦИОЯUЬВЫХ 
В~JIИЧИR8Я ~аз:' аь:r.1 асх• Ес.1и :&lilбpa-rь реа.&твввые ycп.111JI А, 

В, С . . . пропорциова.11ъвы•и а.пу• а.11•11 , 2 cg • • • • то тму;чпх 
пбобщеввую силу У п т. д. Првмевя.я •1·еорему о взаиvвостп пе
ре11ещеввй К llOBLl'&f oepe1teBBЫJ11 обобщеПВЫМ CЯJl&JI Х, у~ Z" 
noJ[yчи:ar такую свстеку ур-вй 

't'J' а + ха + Уа + zn + " ~ т тr. ,J zz ух· 0zx • 

1:1-'11i o:ny + D~ + Yo!IY + ZOey + 
~г ~ +ха +У + Z" + .(aj ?11 11/Z . XZ JJZ О ZZ 

. . . . . 

- О· 

о 

О • • (е) 

ч 6 ' ~ 
то -.r.r вылсявtь звачf>~<.ие ве.1ичия ~ХХ' ожу• • • • 8З3(етим, 

'ЧТО .1 • O:rжt UредСТ&ВJIЛет СоООЙ работу . ОбобЩеRВОЙ CИJJЬI Х = 1 
.ва перекещевиях, вызванных. си.11ой Х = 1 • . Точно также 1 . оху 
преАстав.'Inет собой работу силы Х = 1 па пере11ещевш1хr вы
з11аввых си.~ой У= 1. Привпмая во ввикавие, что при, Х = 1 
.л = } . ·%az; в= }- . аЬХ; с= } . а rx И 00о3ВаЧ33 Через Ofl.XI ObXt 

r, "z . переиещевин, соответствующие си.1ам: А, _В~ С, . . . 
ври Х = 1, можем написать 1). 

1 rJ = 1 а i) + 1 а О +1 а. r, + • _хх · ах · ах • /Jz · Ьх · ех • сх • • · 

Точно также получим: 

1 Q~ = 1 . а.ах • апу + 1 . 1%/Jx • ОЬу + 1 . (J.t;X • осу+ . • • 

:Коэффициенты %, которЫ:ми опреде.1ветсн связь (Ь) между 
С"l'ары.11и и новыми перемеввыil11~ выберем таким образом, чтобы 

в ур·илх (е} пронал:и все величины 8 с разя1~п1.и значками. Тогда 
каждое и::J ~тпх ур-ий будет зак.1110-;ать лишь по одвоi1 веиавестно_ii, 

r иы получим д.11н этих: веизвРстпых выражерие 

~------

};р ~ 

у = - -~~--~~ -
':,!/!/ ' 

. ~ (Ь) 

1) оп, 11nР.11.став.;Jяет coGoD обобщенnую коорд.irнату, соответстврощую 06об
ще1П1оl c11Je Х. 



Т. е. при та1юм r:ыборе 1ю:эффи1щентов 11 пс:ремещевил си
стемы д.1я Х = 1: 1' = 1; Z = 1 . . . буАут нам давать .'Iивии 
IJлинния д.1я обобщенных. сид Х, У, Х . • . 

l\'Iпожите:mми при этом будут Нt:).1ичивы 

1 

Если мы возьме~1 систему с п лишними неизвеешыми, то 
чис.10 1•0<:1фrf~ициентов а будет равно п 2. Чис.10 же yp-иti вида 

. (f) 

1 
будет равнJ1ться -2 11 (п ·- 1 ). М:ы можем, с,жед;овательпо, выбрать 

cкo.1JL1•0 угодно рааличпых систе'&t :шачеnий а, удовлетворяющих: 

условиrп1 ({'). Остановимся па таких звачевинх а, при которых 
Jщ,лнейшее penreн11e ·аадачи получалось бы, по возможности, проще. 

Пре.m.де всего .&сно, что типы обобщенных сил Х, J', Z, . . . 
вполне определлютсJi соотношенинJ11и между коэффициентами а, и 
мы можем в каж;щй из этих сил один из коэффиц11ентон прпн.ять. 

рапным единице. Положиы в дальнейшем 

7.a.r = аиу --: '7 r·::' = . . . . = 1. 

Что касается остальных ·п (п ·- 1) коэффициентов, 'l'O, хак 
:мы сейчас видели, шмовина их может быть выбрана совершенно 

произвольно я тогда друган половина должна быть подобравч. так, 

чтобы удовлетвор;1дись у~.:ловин (/'). Длн да.1ьяейшеrо выrоцно в 
обобщенной силе Х приравнять нулю все коэффициенты кроме а"х. 

R обобщенной силе У приравнять ну.1110 все ci, вроме r1.щ1 u a1!/J, 

Д.11н силы Z приравнлем нулю все а, хроме r1."Z' "l.f)(: и a,.z и т. д. 
Tor,l.a систеиа (IJ) перепишется ·1·ак: 

А = 1 . Х -f- l'J.,"Y У+ аа:: Z + . . . \ . 
R = О + 1 . 1 + !1.iJz Z + . . . . . 
0=0+0+1.;с+ ..... . 

. . (g) 

Сдедовательно обобщенная сила Х <~оставвтс.11 из одной си.1ы:. 
типа А. Обобщенная сила У представ11•r собой группу днух си.1 
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Л ·в В, соотвоmение между которыми опреАе.аится коэффициен
том аау: Сила Z преАстави1· собой группу, составленную из трех 
C.RA П Т. ~. 

Дли опред~.1епил коэффициентов а, отличных от нуля, полъ-. 
зуемся условиями ({). Первое ив этих усJJоввй в обще111 виде па
пвmетсл так: 

1 о +а. о +а о + ах :1у Ьх Ьу · 1'Х су • 

= a.aJI i)ax + ?.U!J 0Ь.r + "' су 0сх + • - 0 

При сделанном на.ми выборе коэффициентов а, получаем 

откуда 

~ =?. i3 +1 оь =О 
ау ау n:r · х 1 

а. 
<l'!J 

-~ж - (71) 
а ~ . • • • • 
аз~ 

Таким образом мы вполне опред~лили обобщенную r.ИJl7 У~ и 
вы.пенили, что эта св.ла не вызывает пере:м:ещенпя, С()от~вJ· 

ющеrо силе Л. Длн вычислеnив коэффин.певтоn anz и ·~1 , опре"е
л.11ющвх обобще::шую сп.~у z, обратимсл к. следующиu ур-ивм сr.
стемы ({). 

Состав.жня ур-ие 
' " о "'zy = 0 yz = ' 

полу чии 

?. '.) +'.l fj -1-а i) + az ' ау bz • 11у 1 cz су 

=а fj +?. о +!1 а+ ау · az Ьу • bz r.y • С!! о, 

откуда при сделанном . выборе хоэффвциевтов а, 

вв&i!&пае, чтu (Jag := О, ао.1учаех 
и принимая во 

. (k) о +!1 о -о аау az Ьу bz - ' 

у "' о о р-ие 'Jxz = zx = , дает нам 

а о = 2 ~ + а . .о, .. ~ + а: ~z . о О а.х • az az • ах bz "~ , r.r; · 

С.1!t.-овате.1ьво, 

. . . . (l) 

7 
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Тахвк образок :Иlif опре~е.пuи обобщеввую еи.1у Z и 11&11Шt, 
ЧfО опа пе 81i18ывает перемещевd в иапJ_tав.1евви сил ..4. и В. 
Этик путем 1Ш и,1;ем и при составлении дuт.вейших cв.il. Напри,.. 
:мер, µа с.ае,qющей обобщеивой сиJiы U мы по.1учвк такие ур-ия 
д.1.я опреже.rевиа ковффвцве11тов а.аи, а.ь1~., схси 

Ouz = О= +а.си Ocz + l .'odz =О 
Ouy= О= +«Ьи ·оЬу + CXcv ~~+ 1 &ау= О 
Оих = О = «1111 Оах + IХЬи Оьх ·+ "си Осх + 1" · &tfx = О (m) 

Кроке того иs ус.аовий 

" " " о ()Жt' = ~и = O.ni = 

Оаи = ОЬu = Осц =о. 

Т. е . обо6щевв:&.11 еи.1а U ве вмsывает перемещеввl, соот

JJетСТJJfющкх c1t.1a• А, В и С. 
Покажем теперь, u.к вв.иечеяяы.1t s.recъ путем м:оrр бып, 

ПOt:Jle)l:OBRТ\"~~ЫJQ l!ОС'!"роева .tDВИИ а.внаиа ~.JJI обоб.щепшв CHJI х, 
У, z) и в охт1шро.1еmой балочной фер!!~ (черт. 373). 3а .пвш
япе sевзиествuа upinrev свма.а:а. pea&цlfR .А, В, С и D проке· 
жуточпых oa(lp (фп. а). Tor.a;a. обобщеиван си.'1& Х аре,а;ставитсв 
о~иой си.10А, пря.ю~явой в Qпорвой тоuе ~- Пря1ожив з}J.есь 
rpys еJ;uпвца 1'1 построо дл 1>ro1'0 схучм ваrрузки .1впию про
r•ба фepll!il~ voeproi • ·Е в F (фвr. Ь), w по.~учае.м: .1иняю 
uwsвs.1 .w;м осюбще1воl сuы Х. Дж• перехо.!;& к 11и·с.rа• вr.аво 
бу,t;~ ОрАНВ&ТЬI QTflЙ .IHIOIB ДеАВТЬ В& tа:ж =. ~а.с. Из•ер.яs ор~Я
В&Ш ~:Л-~: :: ~.1х nrot J!r.1ПllП, & при П.01tОЩИ (h) В&iОАИ11 а.ау я 
таак• сбраsож nпрt:.-е.1вех вторую обобщепвую с~.1у У. HarpysR~ 
У= 1 бу,t,ет соотr.етсrвовать вертива.1ьвав сн.1& едиввца, при.10-
:.кевtм в yue В н прямо протк11оuо.1ожнu ей си::а, рuваа <Ха!'' 
прк~оаеваu в уз1е Л.. Пооrровв .1ивпю прогибов фермы ~н 
с.аучu ~еlстr11в wrвx жвух е•.1, мы по.1учаек тахвк обрuо• .1и
каю ~uиввu ;r..м обобщепвоil си.1ы 1' (фаг. с,1. }:С.1и noerpoeВ11e 
с.~езаво np&BIUЬBO, то прогиб аа, АОАЖеи пояучитье.t равяык ву.~ю. 
При нерехо.r,е к чяс.аак вуаво бу1.еt ор,цвва'l'ir· построенной .1и
п• Аt.IИТЪ на. Q"=011y. Из•ер1н орАвиатu ~Ьу и Осу. кы. ва 
ocnoJ8;1tRи (k) вы••с.аве• веж"иву ось,. ,l(uee, ике.ч ор.1;ин&У8 
Oq.r, оь.; и Pcz .пеии UJIJIBR8 .\1.!! х, •ъt пря помощи ф-.11ы (IJ 
вычисляем aaz. Tau11 обр&ЗОll, ottpeдe..nrrcи обобщеввu cua 
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Z = 1, состовщал иs силы единица, пpuozeвnoi'i в С прот11во
по,10жной по вапрамевию си.1ы rx.ьz, прв.11оzевиой в В и СИJIЫ 
rxaz, приложеввоD в А. Построив ;~;.11я втвх св.11 линию проrибов 
фермы, опертой в Е и J/, получим: .1и.вию в.11и.явил ДJ(JI обобщен-

z о " " вой силы ..... рдиваты этой ливни приАетСВ ;а;е.1ить па Ozz = Orz. 

Пuстроевные линии в1и.явил JЩI Х, У и Z tt.ают иа.х возможность 
определить с.r.едующую обобщенную силу U. В саJСоы деле, па 
основании ф-.11 (m) nG.1учаек 

'.2· а" о ". "g . сч 
aet1 = - -~~-; 0&6t1o = - ~~- - сх,," • -0;,;-; 

'·ь te2: \ж 
CXati = ---, - -- !1.cu -а-. - GЧн -0-. 

аж а:е ах 

:Заметим, что все коэффициенты· а, вмеюща:е первым знач

ком букву f.Ь1 находлтса ив линии вл~tавия Х, если ее загружать 
так, как. это дл11 важ"Оl'О коэффициента показано выше фи1'уры (1)), 
КоэФфициепты е. первым зnачком Ь, нахо,D,J1тся путем нацдежа
щеrо заrружеnив .ннши мнив.ил У и т. д. 

При вамеченио:м способе соста.влын1.я обобщенных сил, каждая 
по<:..~tедующ:ш о(юбщеаш&а Cfi.11a ue вы3ывает перемещений, соот

ветс·ruующах всем рапее в:ведепиым с.w;шм:. Cua. .У не нызывает 
пере:мещенн.и еоО'rветстuующеrо си.ке Х (oaj= 0). Сила Z не вы
зывает nерехеще1шй, сот·vетствующпх спJ!ам Х и У (Oaz'= 01.iz =О) 
и '1' • .!(. 

На ссщ1щ~а:kнr этоrо :можв:о ~а.ть таисой способ последова.те.ль· 
поrо состю1л1>,nин обобщеrшых сюr. Сила У= 1 СО(}тава1с11 из силы 

единица, лрv.ложешюй в В и такой силы приложенной в А, при 
сотороа прогиб этой TO'!~Ji' равеп яу.ilю. С;щцовательво, t'руппу 
сил У= 1 мы найдем, расематриваа ферму опертую в трех точ
ка.:~.; Е, F н Л. Сил& едиввца, при..южевяаа ь В и реакп.ил А, выз
ННШUI этой (:n.жоА в двухnро.11етвоl енетеме EAF, даду·r нам 
rpynuy сил У --; 1. Точно ·rакже группа с:щл Z = 1 составитсл пз 
си.'iы едпиица, прв.110;;.щшой в С и таких двух спл, приложенных 

в .А а В, при которых проrибы этих точек равны пулю. Э-rи 
е:к.nы :мы nайдем, расскатривал ферЪ(у, опертую в четырех точках 

Е, .А, В, F в определяв ре&1ЩИИ в А и В. ОпредеJiение группы 
cиJI U =--= 1 еве,1;ется :s раиы.скавию реахци~ А. В и О. б&JIКИ опер
той в Е, А, В, С и 1/ и 1·. д. 

Все пре1,ы.11;ущяе выводы построены на пре,цаоJJоzевип, что 
веJIИЧВJЩ А, В, С. . . пре,11.ставллют собою реаsтиввве си.1ы, ,1;.11.11 

7* 
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:&оторых соответствующие перемещенил системы равны члю. Все 

результаты .Л!г&о распростран.11ются и на тот с.ау'Jай , ес.!lн лиm

вве всиsвестяыJI представлsнот собой усилия в стержппх. Возь
:ме:м, наnрв:uер, дчхшарпирную арку с ловышеsвой затвж:кой 

(черт. 374). За одну .1ишнюю nеизвествую примем: vаспор арки Х. 
Вr~рой веиsвествоlt 6удет yCJ1Jиe ::Г в затщюiе. Чтобы привести 
задачу к тому вп.цу, котl)рый предполаrалсп оо веех предыдущих 

nывода.х , мы проиsведе11: разрез зaTJJ<iltП двумя беекоnеqпо блпз
F:Р'МИ .cetreBIOJMll fnfl И 1'1 1 . 1i1 (фиг. JJ). 1\. !.tТИМ СеЧСНИ.ЯМ прило
ЖИИ свл:ы У, замея..яющие у•~Ил>1е в ва:tяжке. Так как сечения 
'пп п т1 п 1 ввлты бесковечло б1явки11и друг другу,· то сближе

ние между точr<аvи приJоженп.я си.1 У в дейс·rвительной ф~рме 
равпо нулю, и ур-пн, :~rоторые »ы сыожем: составить ва основании 

теорещ;~ о В3а.икности перемеще1<ий µн. опрсделевил _,.\ и У бу
ду·r иметь та.кой же вид, как и ур-ив (с). 

Задачи. 

184) Въ16рапu. 11 тре.7:пролсптых c1.t.c·tnfuta:r., предr:тавле н.ttъt .т иа 
чертеже (37'б), лuщ.ии.е н.е,-uввестиые так, 'Чmоби -кашсдое из соответ
мпвующих и;1 : yp-uii вшvi10tta.tio ли'«Н• йдн,у хеизвест-ную. Система пре.11.
с·гав.1енпая на фигуре (а) имеет дn~ лишних неизвес1·вых. Мы отбра
сываем оnоры А и С и Мf>...-Я&Лем: соответст11ующие опорные узлы 11ри 
помощп ~ооолнптеJ1ы1ых верастJ1жимых брускоn с некоторой точкой F. 
На.n;.1еаащим выбором си.ш прп.nожеввой в F, мы хоже11 при п"мощи 
направ.1яю~n11х, устроепвых в Е и G. сразу осуществить опорные ре
а~ц111 ..4. в С. Состав.18~щu Х и У зтd еи.111 wы и 1~рвкех sa .lиmвие 
веnвествы.и. НаправJ1ев11е силн Х выберем nровsвоJ1ьво. Тоr.ца силу 
У прцется вапраlll{ТЬ nерпен)(и.&у.1.яр1I0 а TOJIJ дерем'ещевию точки F, 
которое по.1учаетси no.1 лействием СИJIЫ Х. 

Система, предсrав.!енвая на фигуре (с), sак.аючает в себе три 
лишние веиввестныs. Мы отбросим опоры А и С и сое.а;иним соотnет
ствующие опорные ув.1ы с жестким треугоJ1ьпи&о11 Al?E. (фвr. d). 

Реактивные си.1w А и С могут быть привед~ны к силе и паре, 
nрююжеввwu и же!:т:tо)!у треугоАьпвку. ПоАожевие .пары ZZ 1ш выбе
рем произвохьво в д1я случал дейr.твия то.1ьао этой пары построим 
перемещевял узJ1011 фер11ы, а таце вайхеи перемещения вершин А и 
Е жесткого 'J'}lеуrо,тьвика. По этим перемещенвлм находим :мгnовенны!t 
центр J, u1tOJ1t1 хотороrо пµо"сх~цпт соответстцующий поворот тре
уrоJ1ънвх.а. Эту ro'lкy примем за точку 11риJ1оаевия силы, nредста
в.1еввой состыuиющиvи Х и У. Наnрацеиие соста11.1яющей Х выбе
рем пропзnо.11:ьво. Тог.а.а ваправ.11епuе lr определится тахже, как в в 
nре.цыдуще11 DIJ1111epe. 

185) Въи5рать mtШ'Н'Ue неи.звесrтп1е д.1н ферм'Ы, nредс'f.1.dвленпой 
1Ш <tсртеже 376. ~ эrо.А системы r. д•у•м .1нmвv•и веиsвес1'ВШ11! 
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внrо.1.яо аа иевзвествыJ1 вэнть яв верrяшьвъ. 1 реuцвs .А. к в. а 
rруш:н си.1, соста11.1елные вs Э'l'ИХ реа~щий таs:: о600щеяuав св.&а. Х 
{:оспш..анетсл: иs д11ух раваwх нерти...а.аыаа: св.1, при.1оженвых 11 .i и 
В и наuрав.жеипых вверх . 0006Щf~ &:IШIJ ;~кJI~ У соств.в.1шетсн и:1 д11ух 
~ 111.ВИЫ. J\ i!~pти&a.ibl! J..!X ·~к.с. . навравllея1ш;~: ilP.811IO в ЩЮt'&ВОUЩОЖНЬlf\ сто

роны. Нае"у:1в:п, COИ'I!(;J <:.т iiylOuцщ спр1аю1 Х =.-: - 1 и }'::-::: -- 1 ЩJ1\~.ст1t
.11.1шн~ ва фю·ур~:.х ([>) !{ (с). 

В таком е.11учщ:~ ;~:лл опорных реа:t:ц11й iЮ.1 учик выраж~uин 

л.= х+ х· 
в=:х .. :.... у · · · · 

Так uк 1rы 1пi •~е~ дt'.JIO с с101ме1'рw:пиf: , ф~p1foli 1 'l'r.. раб<tта. u6о6-
щев.ttой сиJШ Х еа · аtре11ещеннах вызшшнw:. сн.11ой: У, очевидно , Gу
;(ет ра1ш11rы~а ну.:~в;, !':. КаJК;\Ое ИЗ fii · ::J~, \~C-C ' i\ В.JfCiШЬ:;t; ;J I!. 1Jl:IИBIШBif 
~eopel!ЬI о в:Jаии i/ . .:;r:тк 11e peJ1t>щe1.1Jt.й, (' j ~ет 3а&Хючм·ъ л;, ан, о,;1.еу щ~
И3вестпую. ПриненюL •rен~му о ri:~аи~\ Ч~ч;~·:.;: 11~1рtтещf.нн11i i;; дсн~'I·нn·· 
'l'CJlЬlJOil!J СОСТШ!НWЮ ;~и1;-rемы (ф!IJ'. а} Sit Б.11»'1'tOMJ' t{::' ф111''ПШJ11'Х {;(1 -

;~'EJJ:rj~~ (фиr. Ь ~ фн1' . с\ lll:ы H\1 (': ,Hi )t'·-1~ 

от1tу .11,а 

X=I. 

· ~:::=-- !\ 
• t~ rn1f :-.:_ О, 

у:::: 1 

След. ова·t'1:\11ьао, ;нши1t про~·кбоn .r..д ::i сос'J.'Озакй, nредстаuеюшх па 
фигурз.х ({)} и (с), даду·r вам л.1шsи J:IJШIOШJf ~"Jr ис.1tокн::s. лиmпп:r. nе
i.швеетных. В;:;личилы i,., и ~.// TTi!.Й.Ц}'°'\'t.IJ Юi ~·oro ус~овин, что 1 . о," и 
l . ;:." upe,11,c'l'RBЛP.IOT собой. pa.Guтy с:1д, ух:хзаяныоr па фиrypstx (Ъ) е 
( с), na uьiзванвых этим11 си.1ами пере11 .~щ~ю1..~t!. · Сл.->.довате.1ьпо, "·::.v сум•а 
прогибон точек А и В .llJIЯ состояпиJl (Ь), и 6" су1ош п1юrи6ов тех же 
точек длл соетояnял (с). По па!t,11;еви.ыаr значепин11: · Х и .У сей 11ас Ж!:! 
011реде.11лем i)еакции А и В нри помощи ф·Jt (и) . 

186) Разреtаить воп11ос о uаивы~оDнейш.е.м выборе лиш.1uю; ·нe
uзвecrnuhu; в слу•tас 1-iecu.+1.11empu•tuoй фермы, прсдставле-н.ШJй иа чrр
тежr: 3?7. След.ул изложе1рю11у owm1-: общему способу, JШ nривем д.1111 
опорнLJх реакций А и В таsив выра:ае!IК:.li {си. ф-.ш (g}) 

А= 1. Х.+а.., · У 
в=о+1.У. 

Соответствующие сос·rоияин Х = - 1 и У= - l nре){ста.в.ншы 
па фигурах (Ь) и (с). Построиn линию nporибoti д.11в состо11нпн Х = -- 1, 
найдем на осв.овании ф-.11ы (71), 

- 011.:( 
!lay-- · · · . ·~ 

ах 

Ливии п1ю1·ибов .1.лл состолвиlt. пре~ст14ВJ1еяпых на фигурах (Ь) и (с) 
будут служить лини.аки в.1иания ,J1..1Л обобщенных си.11 Х и У . 
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187) Вwбрать ~еоднеишtt.м о6разо.м .шwние ?ceUЗtWmкioiя 
для трfжпролвтпоа apo-.ШJU сиете.мы (~. 378). }Ьа обща.• uутц, 
хьr выбираем TILJJW обо6щеW111В cu ва освовавви ур-ий: 

А= 1. Х+а.11 Y-f-a", Z, 
В=о+ 1. У +схь, z. 
C=o+o+1.z. 

Ве.1.вчиян а",, а,.. а cz" ваАдутеа при nо.11ощв ф-.1 (h), (k) в (е). 
В ,1;авво11 с.11учае .11оаио, восоо.~ыовавmись такав си11метрвей, 

сраву выбрать такие типы 00общенвых св.1, чтобы каа.жая И3 cвJI ве 
выsыва.аа а"ре11ещеииА, соответствующих ,11,ругиu cun.v. За о600щеаную 
euy Х прuе» .1.ве paauue в пр.вко uротнвопQ.11ожные rориsовтuьвые 
еи.ш, сОО'!'ВМ'етвующJЮ распору арох. Нахо,itим оереиещевПJ1 О.. 11 ~ ... ,1;..u 

C.IJ'IU х=-1 (фиг. Ь). Обобщепвуf) сич у= -1 COCТRIPlll И3 трех 
~.1, как то щ1кмайо на фигуре (с). Соотношение :между ropизou'l'&.lь&ol 
• веvr.11и.11.выw:и си.аами подобр11.во так, что ·~·очка А остаетt'я пеgо
.1.в11Sяой. 0.rе.п;овате.аыю, сила У не nыsывае-1· псре111ещеняt. соответ
ствующих сИ.!IР, Х. Обобщенная r.ua Z= - 1 составлпе1·с.я 1•11.к, ка.к это 
укаsаио па фиrуре (d). Jierкo виАеть. что nри :>том точ~>а ..1. остаетсл 
неподвижной и ПJЮrвбы точек В и С равны по 11еАичине и uротиво~ 
по.Jюжвы по знаку. СледоватеАьво сиш Х и У не совершают nи
какой работы на nереиещенилх, nыnываемых силой Z. Ур-ин, котuр:ые 
)ЮЖНО иаuисать па основания теореJ.fН о nзаимnос·rи переvещеиий, бу
ду1' заuючатъ при таком выборе обобщенных сил л11mь по одной н~
известпой. 

188) Въ1браrпь ли~и·н,ие шш.звестu"Ые в случае ap'/i.u. с задела""' 
?1.ы.1~и пяпw.ни (<tepm. 379). Чтобы притти к ур-иам, закЖЮ'iающим: 
.лишь uo одной пеизве~твой, мы XOJ'JJИ бы, выбрав &\ .iШШВ!{.!1 не· 
известны.я усили.я, соответствующие .1ев&й n.:аоскости закреп.J1ощ1.я, по· 

ступить так. как это быдо объаспево ранее (черт. 3'12). Покажем здесь 
иной путь реmени.s за.цачи, особев.ио выгодный в случае свмиетричпых 
арок. Разрежем арку сечение.а~ то (фю·. а), и расс:мотрим каждую 
половину арки от.в.мьпо. На фигуре (l1) эти поJiовивы ДJIJJ всвости чертежа 
яесхо.п.но раздвинуты. l{о1щы }Jа<1резаииых бру.сков, хал д.1.11 .!lевой так и 
правой uоловияы архи лредст11.Ви:м себе шарвирво свяsавными с жестциии 
эJieмeш.'fHfff, sаштрихоnа.пвu),(и па •1 ертеже. Тоца, д1я &аадой по.1ювины 
ap:1t11 система уси.11ий, соот11етствующих 1tеререзаввым стержпнм, может 
быт.ъ заменена эквива.Jiептной ей системой си.1 Х, У, Z, nри:Аожепных 
R жec•1:r:C·!ty :мемепту. ПaJHil си.11 Х мы ножех распо1ожить совершенно 
проиr1волыJо и .В.А.Я них най.в.~м nеремещевu всех ysJioв каждой поАо· 
вины фермы, а также переJ1ещеяи11 uрисоедкненвых к в.им жест&их 
э.в:емевтов. Пусть точ1tи (I} и (11) представллют собой .мzиовеин"Ые чен.тры., 
соответствующие втим: nереиещевиям жестких э.!lементов. YrJIЫ пово
рота -r1 и -r2 этих Э.!lеuевтов вайяутса по ф·лам 

812 l 812 l 
Т1= ~ EF ; ~% = • ~ EF ' 
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где 81 обозначает усилил в стержню;, вызываемые парами сил Х. и 
суммированяе распростраи.нм-сн на все с1·ержни соответствующей по-

;ювивы фериы 1). На линии, соединяющей цею·ры (I) и (Il), мы опре- • 
~ед.аем •rочку (I, II) на y~JIQRИJI 

a1't.1 =а2т2· 

Тоq1ц1 эта совершае1· одно и то же перем':1Щение незанисимо от 
·rщ•о, с•ш•rаем л.и яы ее принадлежащей дево:му ил.и nрr.вом:у жес'!'r:ому 
э.~'1менту . В вrой то•1.1tе мы, пе В!юсн в систему никаких швrенепий, 
мог.аи бы оба же~·rкие элемен1·а сое1щпи·1·1, шарпирои. То•ш у (I, П) uIJ 
ар:имем Зi.\ точ~tу щ1иложеш1н си.ж У И Х. То1·да , оqевпдпо, пары еид Х 
не будут !IЫ8fJlltl.1'L норемещепий, соотнс-::сп;ующех еилам У и ;~. На-
11рl\в.1енИ\3 одnой: И3 сид, щшµ11мер е.илы У. м:ы: можем 11ыброtть нpoиr. 
вt>.r.ЫШlil", тогда сил11 Х должю1 бы·~ъ ш1лrжnде11ы nер111шд11~.улнрно к 
11ьремещ1;ю1.ю z), ны:~:щняuму сюш~п: У При таrщоо: выбор<) ддmuи:{ 
a ;:!!.JJ!<:!';тnы·x . 1'8.zдое и :3 у_р--дй, С!ХТ!l!1д i1•!-М:ЫХ па Gr.човашш теоремы 
,. r,;;;~11Q:нu:-.т;1 11зрЫlt'П1е>н1й , оуднт зак.1 .1ич;::,'r, лю.ш, одну пеианес1-uую. 

l ;.,.~;·_~ Гf~м·,:1'!/ .'i С-'· ''11 . .r.1с•,сщiым & ·n;1e·)ыдyu{1: ii :щдtJчс способо:;;, z;ac
::.' '"iU.:.~~:ц::r·t:-f.!) cu;.i"мcn!·Pi~~-4~1~/lй ~1и;,у с ~fи,дсла:t1~млс :!· nяinl.t.~u. (чер:т . .78(}). ~[} . 
. ш:ю1..ше Бi1i131!е.;тпые nрюлыt шшснты Х и е1-ы1.:/ Ун Z i1Rдюqе11р:ш 3). 

T{·J у1:дт1ий с.ншtетр1ш. Вi~1t .~ю:~абм, чтп тn•пш (l, П), в RiJTopoй: .1~\)ЛЖПЫ 
f · 1-1·н. щ:т:r.:ощr,шы е1, ,;111: } J1 /;, расшм:о.аш•1·сz :м оен сюп.л:тµи~f -тп. 
ti:-s ~·ех же yc"ювuii 1:.1.111ote·IJ!iШ за~t.~ю'{аеи, ч·.1·0 ;ще раю1ые п Щ}ШIО 
;. ; !)i;•r.~1ж:нш.10жn:ые rор1~зuн~;,.,1ьщJе силы У, прлд1i;;>fПШlе к дпум :.::.>.r'O·· 
.u .1ш ;;м ~чпо~: ll ~.~qeнf!.I'; т.п, lle ШНОВ}"1' по 9~NJY С~Ч9Ш:iЮ н1:pт1i!:S!i"1bl(l\i'O 
1:.'.1.!~:::~ v.;,етц~:;\ -')ДР.О1't HC.J.iC~tJИ n;J ,r.~ч·:м. 01·11otJf'J.' eд~"пt; другой. С . .r1е1 1:;нш/1•елъпс\ 
ii(f.\ C\):1.1.ЩJl.P; CHJJЫ 7, Iit:j}П!ЮiдЬtiO, мы il.Oc~иrнr.м ТОГ(), <J.TO ЭTll еилн П\;1 
6у:<Р' 1:о~;ершать JH~б:i'iЫ rш. •юремещенRюс, вы::ышземых еп!!аъrи У. Дд11 
окfJ11ч:аелы1оrо 011ред!Jленю1 т~х обобщенных сю1 Х, У и Z, ко·н•рыо 
мы: uыбираем за ЛИШ!IКе неизuестныл, остаетсл теrтерь лиm1, uаИ:ти 
ш;;южеюю то•ш1i (!; 11) JШ оси еимме·rрии тп. Вшн:пим: д.ш этvго 
Dред1щрите.11ъно, каuе nерыnещенил вызываю·r пары си.t Х. Та& как 
мы в.иеем дезо с симиетричвой фер:иой, то при этом иожем 01·ран11-
q итьсл рассиотреnи~м .'fИШЬ одной 110.1uвюш, например, девой. При
кл;,~.дывая 1t этой по.11овипе пару ея.11 Х = ·- 1, кы без затрудпения 
найдем уси.1иа 81, llЬ13Ь!R3емые 3ТОЙ парой в стсржннх фермы. После 
этоrо, . .!1ерт11кэ..11ьпые прогибы верхних узлоr. фермы :1шry·r быть nайдены 
путем построеuиа веревочного меоrоуrольнвка д.1ш фик·rиn1шх rppou, 
опреды.яемых по. ф-.110 (1) (си. C'l'P· 39). 

1 ( ~От 1\U,,.+1 
Pm= -h": ·- Со~т + Совт,,.+ 1 + 

+ п..~"' . . ____ 00~_;+1 _ oh~~ h'~•.::...1_ + oh"'j:1 • 71.,._) .... (а) 
v.,.fм Oil!fm+t "m "+1 

--------
1) Счптаа в то• чяс.~е и частя разрезаооых стержней. 
') llepeueщe!Шex авнтм отиос11теJьоое сиещепка то'lек uря.1оженuи СИ.! f. 

До Ае4'Ор•ацвп ЭТI{ TO'llШ оот~а.и.а.ют с ТO"lltOfi (1, 11). 
8

) Сечение тп прохо.r.11.т 'fерез ось сре.и.веii cтollitв. 
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При состав.11еяии Фик.т!lnноrо Рµуаз. в опорw точкt С при.цетсп 
считатьсs1 .JIИn.tт. с деформ~щией стойки 11.о, соответствеяио ч~му в Ф·.11е (а) 
останется лишь nос.щп;яий ч.1ея, н мы по.11г1ии 

р - _5}1:!_) 
С ·--- л. 0 

Соответсl'вующiiй каоr11уrолышк прru·и6а nрбд.r.та.аJJеи ва черт•~п":t' 
(381). Uервал с-rорона С1 С2 Rеревочяоr(! м11оr·оу1·0.11ыiкка BЗJ!Tf~ r.;рм
зЬктuыtоf. Or этой пр.ямой приде':'.'сл отеч.'l'тыват~. вер·rик.альные про-
1·ибы уз.101:1 О. -·- J О. Но верт:ю:.а.\ЬПЫJI прогибам мы легко uостгс>ю1 
1ю.J1nые uереиещед1ш . есжи I:Qе11()Лr.:-:уемсл диаrрам~~w 11 еремещениi-~ 
ц.я шар11ярnо1·0 ll!clOt'OJГOJIЬБИKa i§ ~1з). Пuссfрuепие начи нием е t: t' · 

· 1юдвизшой то•шц: С. ПеремещеiI!н: узла О о6уl'лuвлена ~..-дли 11ен!f1::.~ 
(,00 стержв .'f СО и вр&щfjю:ем ero . Отк..1нщымл отреаоr; rj(J0 щ) 1т. 
щ1ав.1ению с·1 ·ерзшя и rюсста.~ляя Б 11.опце его n ;;рuепдю,у.1 .11р , по.){у•1ю:t 

li n &ресечt:аяи Э'Joro 1• Е, рпенц1п~у.11кра ~ rори~а11тв.;1ьно~ .r.и1:1ией, :Кf.ущей: 
через · 0 1 • 'N'IltV, 011-реде..::п.ю1t:. }' Ю rтереышиею~е узла О. От зтой 
точ~ш oт!\'..!11.~;i1:r"n11.e.111 no пs.прас.~~ю~ю (! -- l отrе:ю1t ;;о : и в R\JП!t"'I ero п po
Jt).(ИM ue ~tл?.uдtнt•r.·~яp /!/J . ~ i:·:"·)~=··. "·~ чe:r~s \.". : · 1 н ·, ;.; _ ~-~ :Jt~ j ;jjt _~·,at_:.f~ .t к~.1 .r.~?-r, " ~;(уще-:й 

через 11. 'тaitvll OGp;.;.:.юJil П•)ЛJ'!&.ем. HPjle)f <.: ti~euиe у3ла 1. Это \tl);~тp<1~uEe 
11ро11.о.11 жае:м /f.O те:х. uop, по 1•н н-1 ;1.uяучи;~ uослеn.аей то•нш JtЪ, опре
де11J1ющей uepf».cщe:iн!e G2 -· - J о~ ума J ~) . Нуж1шfr нам м1·nоw.н.1ный 
центр ( t,1 будет Аеж111•ь, 0•1еви.в:но, п~ nе1шенд11ку.1н:рс, оuущ(:Ю• .:~м и <s 
увиа 1 О ua. направление ("1-"102, Рnс~тоню~:е а этпй то'НtИ O'r уз.l!Э. 10 
•ы нолучи~f. еели Rеличину найДf~1лнн·о РЫШ~ 11нчзе.11::ещеR»1!: унzа 10 
ра<~делим н:~ у1";;.~ повuрота сечения тп пол дeit•,THll('1d нары cl!Jt Х = - 1. 
~.аичипу ·с uт;н·о ус.1а найдем nu ф-.н~ 

U>) 

~·де ·суимирование .11.0.жаво бы'l'Q распространевu нn все с•rержни noлy
&pti:I!. Р!\зыс ~:ав м1·нооенный u,евтр (I), мы сейчас же nо.1учаем 11а '1СИ 
.;и:11ке·1·µии арn:.и точку (1, П). :к хотороi .11;0.1жны быть nрюJО:жевы силы 
у и z. 

Tar.: ·как 11р11 С,11,е.~шпвом выборе .1яmпих неизиос.твых в u:1цое 
• ур-·-.ий, состав.1.11е11.ых ва основави:к теоре:~rы о взаимности nepewe· 
~еиий, воlАет .1ишь одна веизвестнал, то .1ини1J uроrи.бов Jl..U нarvr
ao1 Х = - 1; У= -1, Z = - 1 дадут яааr очертаввн соответствующn: 
.-ивий 11ли.яв11в [Фиr. (.Ь), (с), (d) черт. 380]. При переж.О)(~ 1 чисш. 
1Ю.1"зуеисв форму.каwи: 

.Z=. 1 
;, 
'"' 

3.~;есь 6"1х, 811,у, i,llZ uporllбы ys.ra т по;~: .1,е.iiствием ся.ж Х = - 1, 
У=-1, Z=::-1 . 

Ве.1м1J1111& о:=-еетr. ~юремещевве, еоответствуюшее обобщеяаоА 

c.11J1e Х в внэыnем:ое СИJ1а•• Х ·.:: - 1. Перекещешrе это бужет рав-
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нвтьсн р,воево:оху yrJJ.y - (ф-Jia Ь) и 11ре,!:ставит собой ото:осите.1ьяый 
поворот нерхпвх 1ш11цов по~уарок rIO.J; 1tе.йств1rе• пар Х = - 1. 

Величина оуу есть перем:ещеяие, соот11етствующее обобщенной 

·~ю~е У и внзываемое си.11ой У= - 1. Перемещение это пре.а;став.1вет 
отr. оситеАъкое rори.зоuтuьное смещение nерхних концов полуа1юк по)( 

?.L Jетви.е:м сид У= - J . Если соответствующ11е усв.11иа в брус&ах фермы 
оGоJначим: через S;, , то Jl.JIЯ Оуу пu.11учим выражение 

cpt 
? - ~ ~- ~ - ~ 
' :IJ.11 .... -' EJ<'' 

:··де \: ТI М.!fЩювание должно бы:тr, раснрострапено на все сrержни арsи. 
Нюitнтен, °-~;: -предс·rав.ниет сuбо:й относительное вертикальное 

\~'I РЩ~шrе перхиих кrощоr. по.1уарок при действия сил Z := - 1 lФиг. (с) 
•:: 1:iрт, ;::::~: о]. 

l 90) Выбрать л.-ишнш; н-еизвссmиWJ Dля рамы, прсдr.тав.-~сю~ой на 
t(i!pme.жe (88.:2). Нроиsнщим разре3 по oci\ сю111етрии m1i и ~ш:бпрз.ем: 
J::11щние пеи3вествн.11 таn, кait зт.о бил.о с.в:ела.но в предыдущей :-~адаче 
)!,:.Ut li: fiJШ . 

i !:! 1) Нажеrrштъ общ·ий ход расчета кo.-t f>tШ, nредстамен1ю~о 1,а чер
теж е 08.'J) . ПроиввОJ!.Я"f( pa;ipea 1'it<. Ce•1eue справа от ра::реза удер
;ъ-;:и иаем вепод~:ижв!.>, а Jt сечению слева. присоедвваеs аестхий эJiемент, 
на "o·ropo:t1 распо.еrаем: пару ся.1 Х д силу с состав.1-яющиии У. 11 Z 
1·ar;, мк это бьuо сде.11аuо при расчете арки (чер'I.'. 372). 

192) 1JЬl6pam11 ..tишиие неизвесmf/ыя для rпрехпро.яетно~о apo'IНOW 
.wcm.a, t1редстаа.iенноw на чертеже (384). ПровsвеNt paspes 110 w.:11. 
со11етрии, JIЬi nрмие• sa д11шпиг пеи;_,вестаы:я 'l'e же оообщевныв си.1ы 
Х, У и Z, хот(}ры•:и мы по.1ьзовuпсъ при расчете арии (sа.1.ача. 189). 
Таr.11.и образом ОСШЮЩi.Я, статячf\~~ки 011редеи11а.я систе.М составите.и 
нз J\BJX консольиых ба.'!ОК, со11рикаса1.1щв-кСJI по сечению тn. Прим:ер
лыИ вил. JIIШiЙ. влиянии цл Х, У и Z nousaи на. фиt•ура.х (Ь), (с) 
и (d). Если 6ы арка в вершине била снаб&ева шарниром, то пары 
1ж1 Х обр~ти.n:мr.ь бы в ну.11ь, и пах пришАось бw иметь J(CJIG с д!IJWЯ 
.1иш янки неизвествыки-еоt,"l'авJIВющик11 J(ав.1евия в шарнире. 

193) На.tсетить ход расчета д"я тре.хпро...етною 111tс.н11е10 моста 
(черт . .'185). 3& .11ТТПвие пеизвествыя nрипиwаех те ze обобщенные 
cиJtЬI Х, У и Z (фиг . Ь), которыми кы nсиьзова.11ись 11 предыдущих 
ва.1.ачах. Выбор расстовнu с, опре..;е.1.t!ющеrо точl} nри.1оzенва си.11 
У и Z хоает быть произве)(~В ва основа.нии rрафкчесаоrо построении 
nере»ещеиий (sa,uчa 189). Воз•оано воспо..tьзоватьи • вwчим11те.11ьвwи 
11уте•. Точку np1U&aeua а.1. У пу&во выбра",, чтобu эти еи.1ы ве 
выяывuи: перехещеввt, соотаеl'СТвующкх си.rа• Х, т. е. чтобы бы.10 
-выuоJ1пево ус.~овие. 

" '(' SiSI- 0 
Oq:::::""EF=. 

3.а:есь 81 а 82 усши в бру.саu фер•w А1А1 с.1уuев Х = - 1; 
У=-1. 



ГЛ А В А Vl. 

Расчет nространствснньr:" снt:тем. 

§ 53. Слоmение и разжr.жеюrе сн, <Jtщ,ящихся :в одмоi '!.'ОЧК{!. 

Прв с.юж.~1:нш свJ , т~ресекакш1.('1 х r:t 11 ~· _1щ!1й точ1ц; .и па
I1Jiав.11еrшых Jta& уrодво R п·ро~ра~(~Т!:t:'. мы ~) /де~ 110.л i;.~i flt> it't'ы :~1 

привцнщщ ш~p&J,JeлorpiJ.rtlta сtм. При но.u:тц11 ш1ра.~ ;;еле1 ·р;1м:;,1а 

cяJt »Ы с;uадываем ка1tяе ди6о дim ия зэ.д~~Еных i~ r;..:1. По.11 :,че Rnую 
ра1шодеi!ствующую САО.Жlf.М, .\Ю.11ь.чу.11сь пара.!1.11е.оюгр 1~имом сид, с 

тре1·~.ей З&АI\ВfЮЙ си.'!ой . Вповь ~1олу 1Iсuную р~вr.1од{~йс·r1:гоцую 
сложим с че'Гвертой cиJюll в ·r. д . Совершею10 таr; же щ1.к и с 

ел.учае еи.11, расположенных в u,;ной пл.о~кости, лert•o 1юка:Jа/rъ, 

ч1·0 uос.аедuвателы!ое построевие иар;~,1 ,юшil'рам~он ~юже·r быт!. ;;а

м.евено :псстросняем мжrwуtи11ьи1щс. С !lл, ~:оторыi! j,i:Ы п (lлучи.м, ('С.1и 

все CИJJU отложаы одну 88 друrой по их ве",ич.1н1е и юшра.u.&.е

вию. Замыка.ющ.ая такого :ыноrо:;толы1и1tа, идуща.н от пач:ал» псv
вой к .r.onцy пос.JеАней сJ1ль:, nреАtтавит ва:м ра11нодейстi!ующую 

н.-аввой свсте•ы сп.11. Rоца ttuнeд nсследвей силы соJSпадв.ет с 
вачuох первой, .мы будем иметь sаиквутыl мноrоуrоJ1ьвик сил. 
Сооrветстиующu систем& СИ.1 бу.!;ет находитьсв 1:! равновесии. 

При :&&&ом уrо.1,во ваправ.11t-юпt сил в прострапстве :uноrо
уrо.1ьви1t си.1 uо.иучитм вообще гоrюря не плоским, и все построе

нfiе продетСJI вести в Авух прос1щ1я1. В сдучае замкнутого 11ноrо
угояьвиаа, проекции его на 1·ор11зон'n\Аьвую и вертикuъвую плос

кости тaute бJAJT ~квутыми :мвоrоуrо.аьниu.»иt образоваяnыки 
rоризовтз..1ьвы11в в вер'fикuь11u:ilи прое1tцю111я )1.апных еи.1. 

Обратвксв теперь & раs~оаевию силы ва вес&ояько 11аправ
,.~rевий·, пересеR&ЩЩихса с вапраuением данной сиJы в одвой точ:ке. 

О по)J.обноl заА&1ей ваа часто прRдетсл встречаться при расчете 
простравствеввых сище11. По ВIЦ&ВВОЙ силе, ·в QКОК-.l!Ибо уме 
фермы, вам вуаво буАеТ опреАе.tа'l'Ь усuва в схо.ц.пщвхса & ~·rоку 
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fU1 с:тераu1. Yeuu 1m1, uрв ус.1ов•• сое~ввевu еrер&в.ей 
цеuuыми mарвврамв в при распо.101tеивв вarpJIOК 1 yuax,, 
бу1,Jт вапра.в.1евы по осам стераеl. Веп••1111 JCll.Pll №nDll 
61itn похобраяа так, чтобы овв ураввовешuuи прв.rоаеввую .а 

Jl.le CJUJ. 
Тьв11 обрмо-, sa.iaчa О80АПС11 Jt исс.а.ед()щншю рuаонесв.а 

cu, пр!!.Jо:&еввш в одпой точ&е. Статика д.ах ;,1'i.lro r.лучал ,.ает 

три ур-ва равновесия, и мы с111.оже1~ одноавачsо оnре"е.1ить все 

уси.1ин, ес.11 чис.110 веиsвестных pailвo трем. Соотве'ГС7веяво этому 
за~ача о р18.11О&евии си.1w получает впо.1ве оnредед~яное решение, 

ес.~и 1fмеетсs е.~учай треж пащ>а!IJiеввй~ пе1)есе1&Ющихса с сп.11.ой 

В О.РОЙ 'f011&e. 

Еми 'IRC.llO на.прs.&.1еввй, пере<.-еsающвхса с 88.,J,&D&vfi си.1ой 
в ОАЯОА то•пt1~, больше трех, во11рос о раs..1оаеви11 сuы ио Э'l'ИN 

ваuрш:..'Iенаgк C'r~rюв"l'iTCJl 3а,1tачеА: sе11пре~е.жеавой, так как •п1.с.по 

неизвестных уси.хи:й будет больше чи<'.JI& ур яа. 
При чиие вапрrJ.ме:янй хеяъmсм: трех, ураввовешавtнuе uy

AfЛ возк:о.жво J:иmь при соб.uо.-евии жополп11т.е.1ьных ус.в:овпil отно 

сательно рsв.rагае.мой силы. Про двух 11:апраs.;~еии.ах си.1а 1 о '~ с

вядgо, до.1жяа .жежать в п.иос.кос·rи stтax ваправJ[ений. При одном 
направле11яв-св.1а AOJI&нa. совп:э.}(ать с , этn:w: ванра.R.Jепке». 

Захетиv, что n том: CЗJyqae когда три ваправленн~1, пересе
кающиеся с ~дапьой сиJюА в о.1;вой точке, .1ежат в О}(вой плос

кости, з1.1.11,а•1а о раздож1~ния становю·сл неоnреде.1еввой, если па

правлевоР. силы совпа.it,ает с той ж~ пдоскостью. EcJiи же этого 
совшцеп11J1 нет, то ураnн{)веmввавяе стаповитса пеноsкожвым . 

Статичес~tой определевl!ости sа.-ачи о р&SАожевви сиJы ва 
три направ.11rш1.н соотв1•тствует в геоиетрическаа опре.J;е.1еввость 

в сдуча.е прикрепленпа i;.юtoro .1и60 уз.1а ~ rеоиетрически яеиз

)l(евяеиой системе при по11ощи трех стержней. В самои де.11е 
если бы мы како~ .шбо узе.1 О (черт. 386, фиг. а) прикрепп.1и 
к веnзменле:мой системе двумя сrержнюш ОА. и ОВ, то узел О 
:иоr бы совершать nepe:мeщt>rшJJ, соответствующие вращепию rpe· 
уrо.1ъв11ка А. О В отиоситедьно стороны АВ 1 

). У става.влива.а тре· 
тий стержень ОС (фиг. Ь), ве ле&&щвй в плоскости АОВ, .м:ы 
,1;оствrвем поJiвого закрепления ума О. 

В отмеченном выше исuю<JИтедьнок счча.е, когда все ·rри 
сrержв.а: .1ежат в одв(;:\ п.л()Скости, мы буАе• иметь пе жесткую 

') n уз1ах оростраттствеввых е•сте• 1111 бJ.J.e• преАnОJаrать и1.еn.1ьвые 
шаровые mapupw, 1.ооус&аЮщве вращепве стеравеt • .u)бо• вaupaucвuu. 
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rиeтeJI!. Пря распо.1ожев1и, уusа.ввом ва ф1rуре (а) (•ерт. 38'1), 
п.rоскал фигура AOBfJ сохравлет 808КО&!ЮСТЪ &ращевu · вокруг 
осв АВ. 

ЕсАи стержяи распо.tохевы так, кас это указав" п& фиr. (Ь), 
тu :эежеr.1·кос·rf, nрикреп.а:ени.а y$дtL О ввлнетса с.1щ1:ствиек то1·0, 
что wмым иsм:евеви.в:м А.!ИВ стержпей коrут соотвеrствоват.ь sиа-

1штелы1ые перем:ещевв.я точки О в паправ.1евии перпевдикуир
ном: n.JIOC&OCТB стерzвей. 

При рв.з.~ожевеи се-.1ы на три наnраВJiенил мы воспозьз.уе:vсл 
тµ,м обстолтельствок, чти равводейс1·вующан R тр~:х: си.1 Р0 Г2 и 
Р3 , проходящих через точху О,, пре,цставJiяетсл диа.rона.'!ью ОЕ 
нара.7.1н.~JI€'rншеда . ребра &отораго по !1е.11ичF.не u напрамеввю пред
ставм1ют СИАU .l\, Р~, Р3 , (ч:~р-r. 388). Соо1•ве·rствующий :мноr;J
уrо;.ыппо; езд н~ 'lсрт~же nока3ан ::r.ир11ьrми .~иnи.вии. 

Jtогда нужно ~аад3Ж!пr. C!rд'f В na наттра.!:21еюш J ,. О, и 3, 
'-'bl ut •·1c· ( ·'· lHH'Г{!1 U"'!-. "''>, "" ' ~"""''~ u l) '>~пn1"•"~' •""''V ь· - ~,,~ ' '''' "')-Ju; .08,:.J"а .1 :.ц. 1 ~ . " _, А. «: W• \ .1 ~•c:11<:t\~"- ~ Ц•.•J(," • "{e \..· o.J\ •D .-"L• · ' ..._\· ,..,, . . "J -·-

СТf'.В.Ч.ЛЮЩН(' , (1 ,11,ву ИН Н\1х )\, I1!1.Пp3BMiC!l1 IIO JПIНИИ ()Д И дру·

rу11) S --- по .11ишн1 ОР5 преr..стамлющей есчеюtе плосr·.остн 1\R 
с. п.11.ucz;.uC'l'ью 2, 3. Пос.н~ это:\> ос·rв.l::'те . .н ра3л1~ж1пь f:нлу S на 
нач;r"uлсnи.в 2 :е 3 и nоJiучить так.им образом уси.11ия Р2 :i Р: • 

ИноJ•дз. · лвлле'l'сн более удоuны&1 веС'!'и построf'ние с.т;едую
щш11 образом. Чере:s ·1·очку В, &онеп рав аодействующ~й В, про ·· 
водим .11инию, nара,Jле.tы1ую вапраis.11ению ОА, и nродалж1:м~1>f эту 
линию до п~ресечеви~1 с плоскостью 2, 3 н точке F. Тогда 01·ре:.. 
sок FE дает нам по nс.1Шчине и направдению силу Pt и отры:ок 
0.F'-равно)(ействующую си.'! Р2 и P:s· 

. Все построение придется , конечно, вr.сти в двух uроэк
ци.ях. 

Особенно просто решается задача в том сдучае, если n оf,!ЮЙ 
из проекций два ка&ие либо направJJения сливаются в одну пря

мую. Возь1tем напрв:м:ер, сччай, когда nаправJiевия 2 и 3 лежат 
в ropиsouтaJJЬ ной ш~:осsости (черт. 38 9). Снач~JJ~ рвв.лагаем сн.лу Л 

. на состав.11ающия Р1 , имеющую ваправ.'lевие О, 1, и S, напра.меп
вую по JIИНИИ пересечевв11 ПJIОСКОСТИ l~R е ПJIОСКОСТЬЮ 2, 3. 
Так как эта последпял аJiоскость rоризовrаJiьв{I., то соответствую
щал линял пересечения в вертикальной проекции содьется с .11и

вкеи ()', 2' 3' и :мы построением параJJле.11ограм:ма U А' Е' F1 най
дем Pr' и S', вертикаJiьные проекции силы Р1 и равш1дсйс1·ьую
щей S уси.11ий Р1 . и Р~. Пос.1е этоrо сейчас ае шмучается rори
sовтаJiьвая проекция сяJiы Р1 , и прем построевил парадJН:)!О 
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грамма ОЛ.ЕF ваходитсл rоривонта1ьна.а проекция силы S. . Для. 
nоо1учеви.я гориsовта.1ьвых са.1 Р2 и Р3 остаетсл то.11ыtо найден

ную силу S ра3.11ожить на. яапраВJiеnия 0,2 и 0,-3, что и: выпол
нено в горизонтальной nлоскостя проекций, на которую эти сялi,1 

проектируются без вскажп1ил. · 
Вовь:м.ем теперь болеР (•6щий случай, R~~~ силу R требуется 

разложить на три направления 0,1, О,2 и ОД, сос1•аnляющие ка

кие угодно углы с n.11оскостям:и проекций (черт. 390, фи~'. а). 
Нредварвте.1ьво найдем .11янию пересечения S 1r.11оскостей R,1 
и 2,3. Одной вз точек этой линии бу,а;ет, uчеви.1;но, общал точка О. 
Другую точку тоD же .11инии поччии в месте пересоченш: 1·ори

зовтальных сле.1;ов АО и Cq] п.11оскостей R,1 и 2,3. Си . .у .R раз
дагаем свач&Jiа па направления 0,1 и S, что выпо.лнево на фи
гуре (Ь) в двух проекциях. _!I~сле _!!Ого остаетсн .11ишъ сялу S 
раз.жожитъ ва ваправJiевил 0,2 и O,.J. Таким образом мы .nолу
чаек горизовтаJ1ьвые и 11ертика.1ьвые проекции составляющих Р1 , 
Р2 и Р3 • По этим: проекциям без затру,11.певий .могут быть най
дены и действительные величины искомых усюшй. 

Обрати:м:св теперь к решению за,цачи о раЗJiоженви силы на 

три ваправлевив вторым: из ваvеченных выше способов. Способ 
этот uрвхuдится применять в тех с.жуча.ях, когда встречаются за.

тру.Цпевия при построении Jипии перес~~~ни~~ S :- -~~оскости R,1 
и 2,3, наnрвиер, когда следы живий 0,1, 0,.2, 0,3 выходят ~ш 
преде.ш чертеж~~- Поло~им требуется разJ,ожить силу R па на

праВJJ.евил 0,1, 0,2 и 0,3, у&азанвые в двух проекциях ва чер

теже (391). Череs конец ~~~ы R, точку Е, проводим: Jiинию па
ра.11JJ.елвую направлению 0,1 ,цо пересечения с nлоскостыо 2,3 
n точке F. Точку J? мы проще всего :можем найти таким о!lра
зом: прово,1,им через паправлепие EJ« вертикально проектирующую 
11.rоскость. Ее пересечение с плоскостью 2,~ определится линией 

;;, т'п'. На этой линии, очевидно, должна лежать и искомая 
точка пересечения Р. Д.11я nо.i!учениJ1 горизонтальной проекции 
этой точки нужно толь!О_ через точку Е провести линию парал

J1е.1ьвую nаправ.J1евию 0,1. Пересечение ее с линией тп и опре
делит горизонтальную проекцию точки F. Пoc.iie этого сейчас же 
находится вертвкальяав nроехция F' ва .линии m' п'. Отрезкок 
ЕР, как мы видели (черт. 388), оnределиетси по ве.~ичвве и яа
прав.1евию си.1а Р1• Д..я по.1.учеввв двух других cocтaus10щ1t 
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вуzво . тоnко разложить oтpeso·it OF па sаправ.rения 0;2 в 0;8, 
что и выпоmено иа чертеже. Жирными .11инилu.и показаны гори· 
sовталънал и вертпкальвал про11щии соответствующего мвоrоуголь· . 
вика сп 1 ). . 

При расчете пространственных систем rрафическое решение 
вопроса iueиo не всеr)(а явллетсв наиболее простым, иногда 
с боnшой выгодой кожно поnзоватьс.я и авал:птячесsими прие

мами. В частности, при разложении силы на три ваправ.11ени.я :мы 

можем нсхо,11;втъ из осяоввЬJх yp-вii равповесил, и можно соста

вить э·rи ур-ва так, что в каждое из них войдет J!ИШЬ одно пе· 

известное усuие .. При Э'lОХ можво воспользоваться, как спосо· 
бом сроехций, тах в способом: · м:окен·rо11, а.ва.tоrн11ны11 приеаtу 

Риттера, которым мы поnвовuись . при расче1·е ПJIGC&иx ферм. 
Воспош.ауемсв способом прое1щиiJ, чтоGы. опреде.IПiтъ усидне 

81, выsываемое в охном ин трех брусков силою Р (чер·r. 39 ;~). 
Мы rюлучлм ур·и:е, sаuючающ,ее ;шmь одну неизвестную сиду 81. 
ес.11и сnроеЕ·rируем: все сходящиеся n точке О ус11.1шк ва. па· 
nрав.1ен11е nориали R усилиzм Ь\ и s3. Пусть а п ~ уrды, со
ставл:енпые норна.1ыо ·п с ваправJiешн1ми 1.) и S 1. Тогда, прс,а:по-

. о 

лаган усидuе u 1 рз.1.,wr11гивающим, можем напиеать такое ур-и~ 

-··· Р Co.'i ~ +· 8 1 CJ0&1. . :.=:: О . . . . • . (а) 

отк уд~ л опре,11;ел итс.я иско11юе усилие 81. 
Сn:особ пµое;;ций нвлв:етея uсобt1юю удобным в некоторых 

частr1ых слу'i1н1х р.&с.uодожеюtJ1 брус1:011. По.,ожнм требуется вайтс 

fСП.'!Ие 81 В ОДНОМ ИZ тр~Х бpyCliOU СИСТСМЫ, нредстаплеВВОЙ В& 
чертеже (398) .. Вяеmцля сила, nрн.поженлая в uерmине О, зад~яа 
своими прое1щ111нtв. К У 1! Z При nы6р.аююм р&сnо;;оженви 
брусхоn :норк&.:Е· ri и ст;:}ржень S.,,_ будут д2жэ.тъ в вертиu.tЬаой 
п.1оскост.и, перпепдику.1нрной ваир~в.:юnию оси .У. При состав.11еиu 
nроекnии внешней ся.11;.r на вапр1t11левне нор:иа.ш :праАетСJI пра

в.ять во вню11&няе лишь состав.1тющие Х и Z, которые прк npo· 
ектировав:ин да.:(ут на)( веJ1ичиву 

Х Cosa + ·Z Sina. 

}'си.1.ие Вн &o·ropoe мы преА,1rо.11ожв11 раствruвв.ющим, }ii.S.ilo
ЖBli. в вертииа.1ьноl ПАОСЕОС'l'и ва сост&в.1J1ющяе оо вапраuе-

1
) Ояисавве друrи~: rрафв11ескн~: ир•е•о• раз1оаеи11а св.11ы па. три ва· 

црав1еви.н жо:жн'l!I иаtтв а авнrе 11. Р•е•в•а. Сборвuк аца'I 110 простр&11· 
ствемвым cиr.re11a11. Киев, 1911 r. 
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вu• У • ' Z. ПJJИ проеи.тироваяви па~ вапреuев.ие вoPJULЦ в&м 
при.1.етм вхетъ ь· ви,а;у: 1ишь вторую из &тих соеrав.пающях, paв

DJ!O, :в:ак· видно из чертежа, вырааевию 81 Cos~. првра11вивая 
llJAIO супу проекций всех при.1оженЯ1ilх в узле О ев~ ва ва
прав.1евие п, приходны: :к та:коиу ур~ию Ji;.l'Я onpeдe1eвwr Jmi· 

"" 81 
Х Cos11. + Z Sin,tJ + 81Cosf1 Sina. =О. . • • (Ь) 

Fic.iв за.цаио возвыmе11ве то11п О яа.. п.&ОСJЮС'lЬЮ вattpeп.1e
t1вs виаmrх JЮвцов стержней и .Ц.lВВЯ стержвеl, то по этим pas
v.epaм хы сейчас ze находи• yr.1lil а в ~ и вычвс.1ае:м: при по
мощи yp·u (Ь) соответствующее вяачеиве 8 1• 

Способ П}Юf!IЩВЙ )({)zеТ бlilТЬ uримеиен и в ооще:к муч:ае. 
Выбирал праw6уrо.nвую систему RООрАВватиых осей и проеttтируя 
Я& · D'l'В ОСЯ &&Е 8&,l{&HBfIO CИJf'f, Т&В 11 яеиs&еС'l'ЯЪlе }'~ИВ& В трех 

етержва1. рассматриваехоrо уsиа, мы по.жучим. три .mееlшп ур-и.я 1 

~tэ.ж~ое ив которых буА&r R&SJПОЧ&\-Ь в себе ВС(! '!'})И нев3вестю;~е 
1сп.11вsr. Хот.а ур-иях эти• можно пря.-а·rь -сравни'!'еАЬRIJ npocтoli 
вих1 во веа же таsой nут1. опрt\,~е.tепил неиввестlШХ уси.tиl sв

.1яетс.я бо.1ее rpoxosдxuы и на и~няи этого cu01::~a мы: з,1,еtь 

остааав.11111&'rо!U яе бу .цеи 1
). 

Прпепо теперь к реDiению 'i.!адачи о раз.11отевян: с~;:лы ва 
три вs.прав.1евиа enooo6 :мохеятов. I~с.1и вужио пайти JСИИ.ИС 81, 

вооивимощее в о.цво• вs тре:~ бpJCE(}D под ,J;е!ствием ~.эm: Р 
(черт. S94), ro аа ось, omotn-re.11ъuo &отороА ие~ует. \:Остав.11 в.т1. 
мо•евтн, уАобвее всего прив.sть .1ивию АВ; uер~ез:ающую ва.~ 
пр1н~.11еввн уси.жd Sз и 8 8 • В т11.1ои С.!учае вa:ii пр:идетr,я !ю~ть 
;.е.жо .IИШЬ \} СИJ:ОЙ р и JCB.!Beli 81- Каж.1.ую ц~ 1:пих: Clii.I ът раз· 
янж:и• яа ,1.ве составя.s:юlфiе, о.'(Ву из ttоторых па.праnйх l'O нор-

11&1и и АРУГJЮ в п.шс:косп О.А.В. При оостав.аеюш м:щtеятоР. J}pя
;tCТCR иаrеть .це.10 .1иmь с первuмя состаnляющиып. Велвчину j{X 
nри.1.ется Dоаять на рассто.аsпе r АО оси АВ. СоuтВffi·ствующее ~ 
ур·яе рав11овесиа иап11Шетсл таz: 

(Р Cos~ - _81 Cos а) r =О. 

Ypr11e это совuцает с ур-иех (а), оостаыеняеи cnocoбcu 
проеr.цd. 

:) Иа.юаеt~ие втоrо еаоооба вхее'tс• в кииrе ScЫink'a., Stat.ik ,!f'r i\4um· 
t:acЬwerl..e (1007 r.J, СУр- dl. Таи ze нз.1оае~ оево11&Ввыll на 11ачы.е :В01ТdOllt'lllilx 
uepeмeщenl саuсоб М:оЬr't. см. етр. 72. Tar ~е llODpiк cv. HrnкeЬeti Oie 
paphieebe'l!Шik (1911 r:), стр. ~. · • 
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Особенно у,1;обво пользоваться ур-ием: ыомевтов в том слу

чае, ес.~н вижвие концы все:~ трех брусков, с :щцлщвхсл в рас
см:атриваеко:к уз.11е О, .лежат в горивонтаJ1ьпой плоскости (черт. 395). 
При вычис.11евии уси.11ин 81 выбираем: за ось моментов линию ВС, 
сое.11;ив.1:1ющую нижние концы .цчх других брусков. Силы S1 и Р, 
моменты которых о'Fноси•rе tьно оси ВО будут отличны от вулл, 
разложим в т()ч:&ах А и D на две сост&влвющие, uри чек щву 
нз соетав.алющих направим вертикально, а ~угую - в 1·ори11ов

та.11ьвой пJоскости. Только первые соста111.вющ11е дадут отвосв
те.1ьно ощ1 ВС момент, О'l'личвый от ну.ли и ур·Ие ко.ментов ва
пвmетс.н так 

. . • (с) 

ЕсJ1и мы через h обозвачв:м: возвышение узла О ва.ц гори
зовтuьной п.1ос1tостью АВС, через l1, l 2, l3 обозначим:· .11;.11вны 
брусков и через · z_ длину ОЛ, то будем иметь 

Вr.тавляя это в ур·ве (с), по.ччиы длл искомого уси.1ин 
выражение 

О- р 1.' 
01 = --· 

l'1 

lJ 
l 

Из ИВJIОЖевноrо видно, что в случае трех стержней, схо
АВЩВJ:СЛ: в OA.llOЙ точке О и не Jiеж&щих в одной nJJоскости, мы, 
по.1ьsу1сь ОАDи.к из перечисленных способов, вееr~а скожем найти 

уси.11ил 811 S, и Sз, вызываемые в этих стер:жвях ка:кой - либо 
c11.1ol Р: пря.1ожеввоlt в mм.рвире О. Есл11 эта си.1а буАеТ рав.ва 
яу.11ю, то в ву.11ь обра.тлтсв в все три усилил, так ка.R тоJJь:ко при 
З'l'(.\И уСJiовии возможно равновесие узла О. Этим: соображение11 

'{Вето выгодвн по.11:зо11атьсв при расчете прuстра.вствеввых систем. 

Осво!!ывавсь ка нем, можно сразу указать в& те стержви, в ко
торых усили.11 раввы ву.11ю. Устраввв и.х ив системы, мы тем са
мым уnрош.аеъ~: .11аJ1ьнейmвй расчет. Воsькеl(, например, купол 

с ввщатвых оспоnаввем, преАСТаuеввыl в rорввовтuьвой в 

вертвкыьвоl nроекцввх ва чертеже (396). Пусть ва него .11;ей
ствует .!ВШЬ 0,1,ва tep'l'Jl&a.IЬSU CJIJI&, првл:оzеввал в узле .А. 

Мк обращаехе.w ~е вееrо и y8DJI · Ь и d верхнего ко.11ьца 
syпo.Ja . Так uв в na JUU схо~ по три стерап, ве .1е-
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аацвх в e,uol 11.!JQCSOCТИ, и :авешвих си.11 ве имеется, то усидив 

• 81'111: ет.ер.uх pulUi ву.11ю. Выбрасывая эти стержв:~ и обра
щаае1о а: уа.1аи .а я с, .11ы па.хо,J1,и:м, что здесь в хажжох уз.11е 

остuосъ u.o трв .(:Тержыа и т&s .как ввешнпх сил нет, то, с.11е

довате.;~ьво, и 11 этих r.тержнях ,-си.'Iил доt'&ны равняться иу.1ю. 

Все стержвч верх:вего 3руса в.упс.!а не работают. Обращалсь. те

пер~. & уз.10 В в D нвzвего яруса 11 усtравн~ ив них все ра
нее рассмотренные стержни с ну:1евI11:.1и усиди.аки, :мы опять по

·1УЧВХ в каж~ох из этих уз.аов по тvи стержпя, отвоситедьв_о ко

торы:l »оашо с,1:е.1ать закJJючевие, что они не работают. Не бу

дут работать тахте в стержни, схщнщиеся е у&де С. 0'l'личвыми 
от нуд.я 6уАут .JJишъ уси.1ия в трех стержнях, сходящи'\:СЛ к па

rружевно•rу y~JIY Л. На чертеже эти С'rержвв отмечены жигuымR 
.швия:ми. Соответствующие ни уси.шя пай,1;у1'С.:J разJiожевием силы Р 

ва ·rри направдеви.я А.Е, Л}', АН. 
Отметим :Jдесъ еще ОАНО соображение, которым можно вос

по.~rьзоRатьсн при расчете простравстнев:кых систем. ЕС.111:1 в каRом
.звбо уз.11е системы все с·rержви, кром~ О){ного, .11ежат в одной 

ПJIОСХОСТИ (черт. 397), ТО усилие S 1, RЫЗЬIВаемое В OTAeJIЬBO nа
прав.11еВПОУ стержне 1 силой Р, может быть найдено из усдовип 
равяовесин yзJJ&, хотн общее чисдо стержней больше трех. Для 
этого нужно то.11ъко спроеRтироватъ все сход.я:щ&.еся в yзJJe усизи.а 

на направление, перnен.11.ику.11.ярвое к пдосхости. стержней 2, 3, 4 и 5. 
В uoJiyчeнnoe, 'fахи:м образом, уравнtJниt: вой:~tет дишь веиввестпое 
уси.;хие 81 и извеетнав си.11а l'. Бели в подобного рода увле не 
;:рн.~пжено пз:sахой си.: ы, то ми заключа.~•1, ч:тс в от){е.иъво вапра

в.rrевnом стержне уся:1ие должно равнятьс.н нулю. Э1'и:и соображением 
J№Cno;iь3ye'3l:CJ1 при вwде.11евии ! :тf.ржней с нулевыми уси.11инм11. 

Возъме.и, ва!!ример: СR~те:му , представленную па. чертеже \398). 
Об'ращuсь s уз.1у В, где три стзржнJJ леж&.т в одной ш~оскости, 
заIUючае:v, ЧТ(\ в четвертоы отдельно напраш1евяои стержне ВС 
уси;хие ,J1,o.:iaиo раввнтьс.я нг1ю. Так1Jе же заключение делаем: о'l·но

свте..~ьво стержней CJJ, DE, FE и .АР на освовав~И рзсско
треnв.в узJiов О, D, Е и F. Отбросив все эти стержни с нулеRыми 
уси.1ин:м:и, вaй.Ji;ew, что · в узлах С, D, Е и F оставетса JJBmь по 
два стерzн.в и так как nвеmяих си.1 здесь не приложено, то усидил 

во всех этих стерж.внх будут равны нулю. ОтJJ"И<tВЫе от нулg 
уси.1иn ,11.ействуют .1ишь я стержнях, отмt.:чевных па чертеже жир~ 
ВЫМИ J.ВВИ.Н:ЫВ. 
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Задачи. 

194) Onpeдмtiмtt gcu.tu в mperc стержня:е кронштейна, ee.4u /1 

~ершине О это~о qюнvтаейна подвешен ~руз 3 tn (черт. 399). При ре
Шевиа атоl ~·· rрафвчесuм Пут~. выпо.1наем вее пОстроевие в 
двух 11poeкЦJU1J: (фиr. Ь). Так аак с."ерани О.А. и ОВ .11еаат в rори" 
зопuъвоt uосхости. то их вертикuьвые проехцвв с.1вваютс.11. и иы 
nоL-троев•е• треуrо.tьявu 01 /J1E 1 вaxoAllJI сжимающее уси.11Ие 81, · 

раввое 5~ 1 rоривовта.1ьвую равио.-ейстJ~уDщую уси.1ий 82 и 83, на 
равную 4tn. Pa.uara.11 эту равво,1.ейет11ующую в rо.рвзовта.п.вой п.10-
скости проекций ва вапраuевие О.А и ОД вай.r.ем · 

Н2 =Sз= VTtn. 
llpи решении той же заiач~ спос°'°х орое1щ1й~ прое~вруек все при
.1оаеuые в точке О уси.1и.11 на: вертвв:uьвое вапра~s.1евве. ПреJ,оо· 
.11araa уси..~ие 81 растJJrивающик. получим соответствующее ур·ве 
раввовеси.11 в таком Rв,r.e 

Р + S1 Сов -ж = U. 

И.tи припи11ан во внимание, что 
8 

Р = 3m и Сов -ж = т , 
по.1учаеи для S1 вnй.1tеввое выше сжимающее усuве 5tn. 

Дли по.!учепи.я ~ и 83 проектвруек все прuоаеявые в: О си.1ы: 
па ваnрав.аение 6иссепора уг.11а .А.ОВ. Соответствующее ур-ве вапи· 
шетсл тns 

S1 Sin а+ 2 82 Сов ~=О. 

Встав.па.я в11есто 81 найде11пое выше sвачевие - 5hi и првиимаа 
110 внимание, что 

8" 4 in а=т; 
2 

Cos. ~ =} fi, 

nо.1учи11 д.JJB 82 в 8з яайдеивое вьrmе звачевве. 
Чтобы попучпть усиJJие 81 способом :моментов, сОСтаuаем ко•евт 

всех при.11оженных в точке О ~ИJI отяосите.!ЬВО оси АВ. Tor,11a полу1Jим 
такое ур·ие равновеси.11 

4 (Р + 81 Со . .;; сх) =О. 

отху,1.а и паходИтс.я прежнее звачевве д.11в 81. 
195) OJtpeдeд,UmЬ YCUAUЛ 81 82, U 8~ ВЫ:Шдаемые 8 бруеtсаХ 1, 2, U 

~ {'Cepm. 400} в.ер1t~uк;а~ьной сияой Р. Снача.ва разJ1а1·ае:к сиJ1у Р па · 
1tапрt1.вАеяие 1 и паправ.~епис OD JJияяи пересечешrн вертвка..1ьной 
пJiоскости, идущей чере::1 н-аправ.11еЯ1:е 1 с п.1осsостью 2, 3. Г ор11зои· 
'l'aJIЬHaл проек1~ия этой .Jiивии совпа.в:ает с папраuеннем 1. Верти
на.п.пu ее проекци.я построитсл при помощи точu: ]),D'. На фиг. (Ь) 
в верти!t3.Iьвой плосв:ости выполнено раз.11ожевие . сиды Р на вапра-



-· 115-

вдев11я 1 и O'D' и ПО.Jучена вертикалJ,вая прuекцин Jl2 ,~ равuодей
t·твующей успиl 2 в 3. РааАаrая ее па направления ~ и S, получаем 
i!ертив:альuые проекции уси.•ий 82 и 8:1· В горизонтальной плос1шспr 
проекций усв.11и.а 81. 82 и 83 .а:олжны составлять аамквутый треугольник 
11ри чем уси.1ие 81 ~о.11жво по величине раввят1.ся l'Ори:юпта.1ьнLй 
проекции раnпо.а:ействующей R2. :: · На осиовавиn этих сообра:1•евий по
строен треуrольвиЕ аЬс. Такиъ1 образом находнтсл все проекции 11е ко
)!ЫХ уси.11ий 81, 82 в S з· 

Чтобы получить усиJiие 81 спосо6ом .моментов, сост:шим м0Уе111 · 
ncex приложенных в уз.1е О си.11 отвосите.11ьно ос11 ВС, переее1шющей 
папраВJiевв.а 2 п 3. При состав.)(ении эtol'o мо:меr~та вы1·одnо ра:ц(•· 
-жить усилие 81 па л:ве составляющие, пара.~лельную оси ВС и 11еv 
пеп.J;и~у.11J1рну ю ей. Тольхо nос.11е.а:нля соста.в.п1ющал р:11ша.11 8 1 Sin ;-1 

BOЙJl;e'J' В ур-Ие .1101\IeHTOB, ROTOflOC ПОЛУЧИТ •n1. к(1jj iJU. !( 

р . f' ·+ 81 8i1: ~ . 71 : :::: о. 

Н16) Опредглить ус11л11я Si . 82 11 S, , вo.1нttKa-JV ilf,,.UC в стержнл.т 1, . 
2 и 3 под действием 1орuзонта . ·1 1.ной сt11•ы J> (черт. 401). l'cm.uv за· 
.1щчу способом щюе1щий . Cnaчa.la разложuм 1·ори :юнтал1.оую си.11у && 
еоставллющие N, ваправленн}ю 11ертикнльпо, и <J, за11раменвую 110 
стержню 2 (чер·r. 402, фш'. :.< ) . Д.'fн нтих состамающих по.)(учаем зна
чения 

' ' -::-: .,.!!. .. : N :-:::: Pt1 ·1 . 
(., t/t1.". ' l . ... 

Вертикальную сиАу N, в r.nuю очередь. ра:1ложu.м на .паорав!сние 
стержвн J и rори3uнтuьnое нанравлеяие. Соответственно tiтoxy IЮлу
чии (фиг. Ь) 

]t,' " 51 :-:::: - с· ·-::= -- Со--; R = .J.Yct17 ~::::: Р. 
ottt а S а · " 

Обращаасr. 'l·enepъ 1t стершпп.м 2 и 3, аамrоча~м . что в стерж~н~ 
,~ выsывается сжимающее уся.лие состliвА.11ющей В, а н стержне 2 
11uзываетс11 раст.11женве хак си.лuй R, ·rак и ранее вuйденпой сuдой Q. 
На основавип этого ваходи111 

19'7) Найти ycu"ue S1• вызыоммос в tniepжнr 1 c1t11ot'4 Р (черт. 403). 
Хота n уз.1е О сходатс.я 11етыре стержнн, во три из пах .'!ежат в од
ной n.11оскос1·п и потому n -четвертом 1~тержве ОА, отде.а:r.во напра-
11.1еявом, уси.жие кожет быть nайдеяо . Сначала ра::;.жаrа ем: сич Р na 
направление стержня ОВ Ii rорпsоя·rалыюе наuрав.кеяие: Н. ДaJree со
став.~rвющую Н f!З здож1п1 па µачраn.1tеаил 1 и 4. Пос.nе ·raxoro раз.1ю
жеяи.з всР. yc~Jioл , пpилoжer!IJ:i-Je r. О, <!а. псuючепием состаnл.яющей, 
направ.1енвой по ОА. 1жсподо;r.атсп в од.аой ПАоск.ости BOD. С.11едо
l!&.ТеJ1ьно, соста1J.J1"11юща.н, nаnравлеюшя по стержню ОА и даст nav 
~еш1ие в этом стср&не . 

8* 
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19S) Опредмuть с1юсо6ом .ммен:тов уси.~ие 81, 11ызывае.11ое ·в. 
стержне ОА ·1оризонта.t1tчоu cu..toic Н (че_рт. 404). Эа ось иоиевтов 
приме• .1иввю ВО. Горвзовтuьвую •CИill.Y Н раз.11ожим на две соста-
8.1:Н11щие одну парuле.rьвую оси ВС и .дру.г~ю ей перпеп;шку.11нряую . 
Только посJiедннн состав.11.нющва, равв.ал Н .Siti а, войдет в ур-ие •1Ю
хевтоn. У си.4ие 51 в тоЧ1>е А раз..1ожим ва вер·rикальпую составлн· 
10щую V 1 и 1·оризов·ruьпую состаuuщ·ую, лежащую в п:rосв:ости 
АВО. Только перван иs втих состаu.sющи.х. будет дават1: относи
теJьло ВС 11о)rевт, от..tичвый 01· пу11л. Обо~вачая возвышепие yЗJra .О 
'10J)e3 h и дJJину стера;uя ОА через l1, 6уд..ем 11~ет1. 

Ур-.ке момевт1Jn вапвшеtсл так 

81 -{f . е.1 - Н Siii :х • h =О. 

199) Указать длл системы, n}Jсдставмнной 1щ чертеже (405), 
те отержни, которые не ра6~тают npu действщ' вертикалъной на
~рузки в узле А. Начuем рассмотрение еистемн с уз.лов а, Ь, с, .... 
верхнего :кольца . Все эти веяагруж~нпые узлы имеют по ч:етыре 
стержня, nри ч:еи три из нпх лежа ·r n О.Jtной п;rоскоств, следовательно, 
в ч:етверто:м стержне, от.11;ельuо ваправленно11, усилие з;о.~жно равв.ятьсл 

ву.1ю. Таким образом :мы д!>'казываеw, ч:то все етержни верхнего хольца 
не работают. У стрнвив эти стержви, находим, что в каж.1,ом: из уз.uов 
веµхяеrо кольца остается АИШЬ по два стержп.я и тав: как в этих 

yзJJax ввеm1JИХ св.11 нет, то во всех этих стер~кпsх уси.11в.я равны BYJID. 
Тав:им образом, все стержни верхнего вруса. купола не работают, и вы 
можеи · устранить их иа системы. Пос.11е этого обращаемся к стераннм 
:второго лруса и тем ае приемом показываем, что лишь n стержв.ях, 
&1•11еч:енных на горизонтальной прое~tцип жирными линиями, бр;ут .11;ей

ствовать усвJJин, оТАИ'lвые ot ву.1.11. Подобные же рассужденив 11оаво 
nрвмевить и .& стеркялх ви-жяеrо вруса xyno,!fa. 

Если в системе двагонuи pacпoJ10seqы так, ка:., это показано на 
чертеае (406), то JJ;JJ.я вы11свенв.я стеравей с ву.11еными уси.1и.яхи nбра·· 
щаехсл к уз.1аи а, с и е верхнего коJJьца. З.1ееь икеетСJt в :каz.1:0• 
уз.1е по три стержни, не .rеаащих в о.tвоА u.1оскости, и так кaк

'RBemueA · ва.rрузии вет, то усв.11н 11 этих стераuх 11аввы ву.1ю. 
Устравав: неработающие стержни и~ систехы, иы .иахо~им, что и в 
оста.иных узлах верхнего I)Ольца остасJтt:в .1иmь по три .стержня, тоже 
Вj8 лежащих n о.цnой п.rоскости, которые. ПJIИ отсутствии внешних си.r 
работа.ть пе будут. С.11едоnате.11ьuо, и при но110)1 распо.1uаевии цаrо
иа.1ей все с·rержни верхнего .яруса не работают, ес.1111 ииеетсJ1 ваrрузu 
.1вmь в ув.11~ А. У стравив яерабuтающие стержни, кы м.оаек перейт• 
1t с.1е.-ующи1{ врусам .1.ynuna и yc·riшoвn·r1" ч:то от.11111пЯJ111 оТ ву.1а 
бfАУт усв.1и11 в стержввх, отме'iевных яа чертеае аирвып .111-
JJl,P~ 
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200) Отмtт~шщ, cmгpзr.ttri с ну.ttsы.1щ .r/t:u.-11.'IMll' fJ cucmtAe, ,.-. 
став..енной на •сер"~еже ( 407): На cur.me.v.11 r}~йс1tщ1ет· .~та& Qдна •optt· 
ЗОН'llJа-*ЫИЯ сtс.ю Н. В узлах.: Ь, с, d к е cxoJtиTcJI по четыре стерава, 
вs &О-Торых :rри .ке.ж.ат в одной · пжоскоста. ;\ · ч"твертый от.~е.аьво ••· 
пр:ш.~ен . Та.к ltiLE nнешпих t:ll.'! в э1·их y3.Jfax пет, то усв.аиJ1 в · от~.11tао 
ваuрав.'lенпых стераш.11х 11,о.11&11ы равнатьс.11 ярю. и мы за1..1юч1tе11:, •то 

стержви Ьс, c•i. de и ас не р~iботают при Аеlс'1'11ик с11.1ы Н. Отбросив 
эти стер.а:ви, мы в1111.п•. что u ув.11ах с, ti, е оста.кось .11иmь по два 
<>тержнл. 1! так как квевrпих си.1( к эти• уз.11а11 яе прило».ево, то уси.1иа 

в оставшихс.11 стеравих AOJl&Rhl раввятьсн яу.вю. Ну.1ю 6удет. р11в~ятьс11 
и уси.жве ~. т. к. все оетыы1ые уси.1иJ1 в уз.rе а и внеШ11J1J1 св.1а 

В нежат в 011.воА nJ1oc1.ocтn:. Тi\ким образок, в верхвек .арусе с_11стекN 
~у.~:ут работать лишь стераии, .аеаащве в u.11оскости nepe.iaeй гра&н, 
IWl'l'OЙ вами о.атигранвой 11рnз~ы 1). 06ращалсъ тс?перь к стержням. 
вивяеrо .11руса, .11er1to пок~\аем , что и з.а:есь от.1ичвыо от ну.1.11 будут 
.ошь уси.жия в ст~ранлх nepcJ1.вeil грани, от11.е11Ш1иw:t ва чертеае 
аврныкм .1ив11.irми. · 

201) Указа.тt~ стержни с нулевыми уси,~иями ,в .'ICocmotJo ·"l npocmpaн
· cm1Jeннoli ферме, под6ерzающеilся дейсmбttю с11сtпс . .сы вер111.цкальны:.с на
•рузок, Щl?t-~nженных к нижним узАаМ передней ц1ани ('1срт. 408). Он
-стема составJfена И3 днух плоских раскосных фt'ри. с11я~вных иежду 
собой св.11зями п 0J1оскости верхпей и нижней ~·рани прмзиы и .11.иaro-
1l1UJПrи a1f и t 11. Покаже!t npeжJte 11cero, что R еuия.их, сое.r.ив.11ющвх 
две n,11оские фермы, уси.1и.я, 11ри ааданнhlх 1111ешних uагру:~к.~х , буду'!' 
раввьr ву.11ю. Начнем с рассиотреяии у3.нш ,- 1 11 /1 1• В них в<:е стержни, 
кроме 0.11.поrо, Jiежат в одвой пдоскости. G.н•дoнl\'Гt>J11>11u. н отдельно 
ваправ.11енвых стержнях сс 1 н "71 1 усил1ш р11.вны п~·.лю . И :1 Tt>X же <:о
оор&жений находим, что равны нрю усилил 11 распорках КК• и ЬЬ1. 
Устран.я.я эти стержни с лу .н•ньr~ш усИ.ли.1111111 и 1ю11торян up~жllиl! со· 
<>бражеrtив, мы .11егко докажем равевстnо иу.11ю усилий во ur ~ex рз.снор
ках и ди11.rона.11ях верхней и нижней: ·rраои призмы, а также н диаrо

намrх а 1/ и е 1 /. 

llocлe ЭТОL'О ~ИСТеМI\ распадаеТСJ{ На )[Ве ПJIOCJClle фер1Ы И Tllt 

как внешние силы расположепы в 11.1оскоети оере.1.вей rрави, ·ro TOJIЬKO 
стержни передней плоской фермы 11 tiy~п раб~ть. 

" 
§ 54. РаЗJiожение силы на шесть направлений . 

. Когда приходи·r-сл: решать зада.чу о равно1~есин е11.1, .1ю(.ым 
образок распоJiожеяных в пространстве, в вашем раснорла;епии 
и.меетса шесть уравпевий статики. Сумм.а проекций нссх u :~аимпо 
уравнонешпвающихс1.1 си.11 ва кз.ждую . из трех 1t0ор .н1яат11ых осей 

дoJizвa раввл-rьсл ву.11ю и сумма М:оиеuтоn с11д отuосите.1ьnо этих 

осей также равняете.я нулю. Если в этн ур:щнепш1 будут нхо,1.ить 

i) При Вl!ilбраввох ио.пра11.1ен1111 i~11.1 }[ cт 0 11it:eur. па 1 тal\лtl.) нс раr.птает 
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шесть веизвествых, то JIY .PJI них no.ilyчяu, вообще rоворв, .Выве 
опреде.rеввые решевил. Соответствевво этоху кожяо ще..аn заu!О' 
чение, что разложение .заданной cR.ILI ва вапраu~виJ1, .1юбьп1 

об·разо:к расшuожевиые в пространстве, приводят вас & опрще
.1еввоиу решению, ec.m чис.10 этих ваправJiевиlt равно· mестя .. 
Rorдa чис.110 вапра1!.1ений бt).1ьше шести, задача становится веопре
.11;е.1ен1юй: При чис.те направ.1епид меньшем шести уравновешимяпе 
заданной си.1ы будет возможныи при соблюдении некоторых ,цоио.11-
вяте.1Е>ных условий. 

Задача о раз.южевя.и си.1ы ва шесть за."авных ваправ.1:евий, 
.1юбым образом раепо.1ожеввых в .проrтранстве, nrp:keт при расчете 
пространственных систеu . тахую же важную роль, как вол:рос о 

раз.'Iо.жениа па ч~и вапраuения при расчете п.1оских ферм. 

Д;ш решепия этой змачп оriычдо пользу10тса с11nсобоы: 110-
ментов, ана.1огичным приему Риттера, который :мы применн.вн при 

расчете п.10ск11х фери. ДJл упрощевил решения выrо;що приниillа'l'Ь 
за оси )\Омсв1·ов л11оия, пересекающие возъюж.пп 60.'Iыnee чпс;rо . 

заданных на.правлений. Тогда в соо1·ветстnующ11е ура\j!tешш равно

веси11 будут входить лишь усилил, вапрандеяил которых нс пере

секнются с :ы.rбравн()й осью. 

Н самом общех случае мы всеr:1а можем ваl'iтн д..111 I<a.titдыx 
четыре:-: напрамевиfi по две линии, ко.торые все эти н&праВJiеюш 

пересемют 1
). Выбирая эти лиопи за оси моментов, мы будем 

по.11учать . у.равн.евия раввовеси.я, каждое IJ3 которых захдючает .1ишь 
.хве иеизвестных. Во )IHOrиx частных случаях уда~тс.я достигнуть 
дuьнейwего упрощения задачи, выбирая за оси 1\IО'Ментов ливни, 
пересекающие п.ять. из шести заданных направлений. Соответ
етвующее уравнение в тa&OJ\I случае будет содержать .:~ишь одну 

неизвестную величину. Подобный случай мы будем, например, 
иметь, если три из задаnных паправленпii пересекаю·rсп в одной 

точке. Чере3 эту точку вс.еrда можно провести прямую, пересе· 
кающую еще два из шести sадаввых папраБ.Iевий. Ес . .н1 эту прямую 
приы1ть sa. ось моментов, то сейчас .11\е nо:1учаем уравнение с одвии· 

неизвестным у.силием. Возы1ем, пэ.uри)tер, прс.,1,ставлеввый на 

чер·rеже 409 случай приsреп.вевин сооружевин r. фундаменту при 
помощи шеt.'ТИ опорных стержней. Чтобы получить усили~ s(j, 
вызываемое в сrержве 6 СИJJ.ОЙ Н, пужно 1!3ЯТЬ за ось моментов 

1) Доказатедство ;;1roro C)i . F'uppl. Dit! g1·apliis1.:he Statik, 2-е 11з;~;., стр. 172. 
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1•вию аЬ, пе~секающую пять стержней. Соответствующее урав~ 
:аевие раввовесиа напишется так: 

Н . li - 88Ь = О. 
Подобное же упрощение реmевпл sада'lи мы будет иметь и 

в тоы случае, eCJJи три из sа,щявых шести ваправ:1евий .11еzат 

в одной шосsости. В са"о11 де.!е, пусть направления 1, 2 и 3 
лежат в одной п.1оскоств. Найр;ем точки пересечения этой ПJ10С1tости 
с вапраWiеввs:ми 4. и 5~· Ясно, цто Jiивин, сое){пняющая э:r11 точки, 
пересечет все пать вапраВJ1епий в, ec.m ее припять за ось :uомевТQв. 
то в соответст8ующее уравнение равновесия войдет лпmь ус11.11ве, 
отвослщееся & вапра.в.u:евию 6. Воsькем, например, CJJyчaA, лред
став.rеввыn ва чертеже ( 41 О). Чтобы опреде.1пть усиJ1ие, вызы
ваемое в стержне 6 св.110А Р, :мы воспо.1ьзуеисв те\1 об,столтел{астВОм; 
что стержни 1, 2 и 3 лежат в одной плоскости n выберем аа ось 
моментов JIИUИIO аЬ, СОе,l!;ВИЛЮЩУЮ ТОЧКИ оересечеяил ЭTOit П.Jil)
CKOCTИ со стерж.нлми 4 и . 5. Соответстчющсе уравнепие раввн
весnл будет заключать лишь О.!\ВУ неиsвестную-усв.11ие в стержпе 6. 

В тех с.1учалх, когда четыре из шести вапра.вжениlf попарно 
расподожевы В J(BYX ПJIOCROCTЛX, JIИRИSI пересечеВИJ\ J;оторых пa
paJIJle.JIЬBa олтоvу ваправ.жепию, :мы выбираем эту лЯнию за · ось 

моментов. В соответствующее уµавве;1ие равновеt:ия войдет ~иmЬ 
усилие по направJ1сяию б. Рассмотрим., например, случай прикре

п.1е1шп сооружепип шестью опорными стержнями, прсдстаuлеnя:ыJt 

на чер·rеже (411). Чтобы получить усилие Вн, вызываемое в стержне S 
ГОрИ30RТа.1Ь80Й СИ.10Й В, МЫ ПрЯИСМ sa ОСЬ ·MOMeH'I'OB !ИВОЮ bbl, 
по которой пересехаютсв пдоскости стержней 1, 2 и 3, 4. Эта . 

· .1ияил в oamex случае всртикаJьна и пара..t.пельна стержню 5. 
При состаю1евии мп:меятоn · относительпо этой ливщr придетсJ1· 
считаться только с cиJJoil Н и с горизоnтаJiьной, состав.1ающей 
усИJiия 81;. Соответствующее уравнение ранвовесил вапиmетсл так: 

Н . l + 81 Siн Q: • 11 = О. 

В тех случая.х:, когда пдосхости, в которых распо:южепы ш1т.ь 
. ' -иs шести опорных стержней пара..мельны, мы :можеъr воспользо-

ваться способом nроек.ций . д.1л оnределенил ус11.1ия в шестом 
стержне. Предпо.11ожим, что сооружение (черт. 412) при~>реплево 
к фувда:uевту шестью стержвs:'.!я. Три u3 них, стержня 1, 2 и Н, 
.1ежат в п.1ос&ости bcb1r,1, n. два стержнв, 4 и 5-.-в пара.1.1е:n.вой 
eii n.'lосьости ada 1d1• Чтобы найти усп.ще, вывыва~ое D _<:tераве () 
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rорввонта.1ьвоЯ си.101 Н, направжевиой по а1Ь1 , прое:втвруем: вс~ 
прuожеввы:е х ~ооружевию усuвв на ваnрав.tевие аЬ. СОО'!'Вет
ству.ющее уравнение равновесия бу.а;ет заuючать .пmп. о.шу ве

вввествую 86 и напяmетс.11 так 

Н-Sн Sin а= О. 

Обратимся теперь к тем исuючите.11ьным сжучаак, коr.1;а при 
рав.11ожевии сиJJы на шесть ваuравлевий соответствующие шесть 

ураивевий раввовесв11 ве дают ,цн неизвестных 011ределеввых 

решений. Этот резу:1ьтат будет получатьсS1 вслкий уаз, когда опре
.де.11вте.1ь уравнений равновесия обращаетсн в пу.iь. Е.му соответ
ствует 1

) (lбыхновеяво то распо.11ожевие ваправ.1евай, при котором 
:моано найти првмую, пересекающую все meC'l·ь напr1t.и.1епяй. 

Такого расположения С1·ержвей, очевиJ1,но. прихо.1;11':'СJ1 и · 6егать В3 

Пр&КТ.l!Ке, И ЗАесЬ :МЫ прВВОДИ:М BeCKO.IЬRO простых ПрИВВIУЮВ, ROГ;t& 
коаuо сразу сказаrь, что перед нами имеетсв всuючвте.11ьвыА 

с.1уч81. 
Ее.!и шесть па.правлений расподожены таs, ~то аересеsаютсл 

по три 1 двух точках, 1·0 мы бу:~.ем имет-ь ис-.~~ю~iите.1.ii.вый случай, 
пmо:ку ио JIВВия, прох;цящаа через эти· )!;Ве точк:а ; бу;~;ет пере
~еU.!• все шесть ваправ.11евий, и мо.м:ент отвоситеJ1ьио втой Jiявви 

соот•ет<.'Твующи1 усилий бу .а:ет равен врю. Раввовесве воз11'0жпс 
.11ППЬ в ток сАучае, ecJiи за.а:аввав си:1Jа пересе·uет ту же ..11:пяяю. 

Распо.1оаенве стержней, ареАставJ[еовое на черте~е 413, 
отllоситса :к эtому с.:у ·Iаю. Стержни 1, 2 и 3 пересеu.ютс.я в UА&Ой 
точке а, остuьш.tе трв; стержв.я парu.11мьвы кe*Jl,y собой. Липа.я ah, 
па-рu.11е.1ьвал стера11.я11 4, 5 и 6, буАет играть ро.1ъ осв, пере

,сек&ющей все шест.J> папраuений, При 11е.11 трЯ' из них в бес
конечно удuеввоD точхе. 

Еии бо.1ьwе трех ваnрав.1ений пересемютсп в OAIIOR точке, 
.1111 такае будем и.кеть исuючительвыR с.1уча.й, потоку что чере::~ 

wry точку пересечеввв моаво буАет провести .1ивию, пересекающую 
оста.1ьные ваправ.11евИJ1. К itТOMJ uучаю относится то расположение 
ваправзевий. xor.-a бо;rее трех из них рараJ1.1е.жьвы Apyr другу. 
Например, распо.1ожение опорных (,'Терzиеl, првввтое ва чер

теае ( 414), преАстав.1.яет собой исuючвтt".11ъвый с.1уч"й. U~:~щии 

1) Общее j'C.IOB'!e, опре.-е.1ающее исuю11uте.аьнr.1i1 C.IJ'!aA, выcUЗIUIO Hen
neЬerg'o•. С•: Graphiscbe Statik, стр. 63!'>. ·429. С.1у11&1 этоr сооuетствrеr c.1ruю 
вересе11евu: ' трех н•праuевпl в о~воl то•ке при реwевап :.ца~в о раuоаев1111 
CUll 8 D.IOCIOCTJI, " 



у~й' в.о-: всех опорвах стерав.ях на ваправ.11евве а:Ь равиu· ву.1ю 
и р~вяовесве ВOSJIOZBO .mшь. в тщr с.1учае, ес.1и в в~rешиве· св.111 

А&ют ва ту ze ocr., прvеsцвю ву.1ь.. 

M1il по.1учиv: также исuючите.аьвый. с.~учай, ее.1и Go.1ьme трех 
направJ1еsий .пежит · в о.11;воi! Ir.!IОСКОСТИ. 1Iо.1оаи•, например, что 
в ЩВОЙ nоскости Jieal&T вапраuев1111 1, 2, s и-4. Haii.-ex точки 
nepeceчemur этой uJiocgocти с ваправ~евва:мв 5 и 6, тоr.Аа .аивня, 
е()(>цввающа~r эти точки перееечеввп, бу~ет пересекать все шесть . 

ващтв.1еul. 

Опетliк еще исuючительвый ~учай, в:оrда пять из шести 
в::.пра~цеаий распо.11аrаютс.11 в двух lыоскост.ях, пересекающихся 

110 липе, парапе.1ьвой шестоuу на11равлев~ю (черт. 415). Если 
выбрать аа ось моментов направление 3, то комевт- уси.1иl 110 вr.ех 
шести брусках отвосите.1ьво этой оси будет раввятьса нулю. 

Равновесие бу.-;ет возможно то.11ыw при соб.1ю.1.евви дополнитмьпых 
ус.1011ий отвосите.'Iьво .1.ействующих и& сооружение внешних сил. 

Иsбеrвя на пра1tтвке переч:иСJJенвых здесь частпых CJiyч:ieв 

p!ien('.1oae11иa стержней, мli1, вообще говоря, при"ем к таким са

стемам, при которых вопрос о раз.'lожевив ся.1ы па шесть на.пра

влений поJJучает nполпе опреде.ilеRное решение '). Taкoii ста.тя
'Чесsой опреде.11еввости задачи будет соответс1'вовать также и !'СО· 

метрическаа опре,1,е.11енность. Выбравво~t.у расположению опорных 

стержв-еl будет соответствовать жесткое соединение сооружения 

с фув;~~;акевток. 

Задачи. 

202) Uпреде-tить усилия, вwзываемые ~орызонтадьноii cu4oii Н 
в мюрнwе стержнях сш:тем111, t1редстщменной на чертеже (416). Раз
резывае• все шесть опорвwх стержней и Аействующие в вп~ усилии 51. 
52 ..• 58 вuо.в;в• иs ус.11овиit равно~есиJ1 соору;sени.а: ahcd. При 0ток 
проще всего восо~Jiьзоватьсн ур-иями 11011евтов. Выберем за ось мо
меатов •ерт11Еа.1ьву1> JIИBBIO аа 1 , пepeceE&J>ЩYIJ ваnравлевив 1, з, 3 и 
пара.а.,е.жьвую uаправ.ilенвам 4 и 5. При составлении :voueuтa всех 

uрuожеввых к сооружению св.1 относительно зтой оси nрпдетс11 взJ1ть 
Аяmь кохевт уси.1111.11 Sr. и си.11ы Н. Соотnетствующf:'е ур-ие раnно11есв11 
вашы1t1'1'еJ1 та~ 

58 • Ь Cos -х + Н/ = О. 

1) Ес.sв. sовечпо, пах. в·е uou·aAerc11 тот рц1>11й С.lуч:.й, 1юr,J.o. ваправ.;1еп11.11 
выбравы тu, по ус11.1пе, iellcт'fiD•ee 110 O,\BOi:y ва uanpa.JL1eн11t, м~е1· быт• 
7раввовеmе11О uтью CJl.llUllf, . .lilllИП 1.ейСТВИJI ~>оторых COBПll){aD1 с ОСТ3.!IЫIЫ:Х:П 
п•т•ю ааараuеь1хп. Cir. JШТllJIОВ&ввую выше квиrу Henпcl.Jerg'a, c1r. 63;>. 
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511 = - _!i. . _ь1 • 
Cos11 

Вябпраа за oci. моментов .1ивию dd1, кн та~:им ае путем: найдем 

н l 
'5з= Cos11 • Т· 

Вы:береv теперь sa ось хомеnтов ливию ad, переееающую на
. працеви.й 1, 2, 3, и 6. Так иак :момент силы R отвосите.n.во этой 
оси равиветса иу"ю, то из соответствующеrо ур-иа раввовесия ва· 

хоюrи, что 

- Теперь, проехтирув все пр11.южевные к сооруаепию силы ва вер

'l'Ихмцую ось, находим 

51= --52. 

Ilpoe1tт11pyв те же силы на направ.1ение ad, попучаеи ур-ие · 

(52 - 51) Ci!s ~ + R = О 
отку.11;а 

s, = - 51= -- __ !:_ __ • 
• 2 Со<~ 

}(.1н по.11учеии.я ycиJIИJI Sr. составим: момент всех cиJI отпосите.1ьно 
оеи аЬ. Соответствующее ур-ие раnноuеси.в вап.иmетса так 

Н • 1i ---=: Ss • Ь - 86 Sina. . Ь = О 
и хя по.1учаех 

11 . l 
85 =Н. -ь--+Нtgа.-т • 

Таким f?()разох находятся уtили.я во асех опорных стержВJ1х. 
203) О1~реде.tитъ усилия в опорных стержнJСх npt1 расположении. 

'*1fазанНом в 'Юртеже (417). Равреаvваек :все шесть опорmх стержней, 
и соотвектвующие им усиJ1ИJ1 опре.{е.r.вем из ур;ий равиовесв.я. Со
стаu:и.я •оvевт всех приJiожеивых к· сооруаеиик:. си.1 отиоеитеJьно 

оси аа1. прПОJi;ИК & TUOJ(Y yp-m 1). 

S~ Sina. l = о, 
откур;а 

85=-О. 

Выбира.и теперь sa· ось •окепов .1ик11ю ЬЬ 1 , пересехающуJО все 
вnправ.i1еки11, кроке иаправ:1еввJ1 1" пмучае• 

.81. l=O, 
отку.в;а 

1 ) Стержень б расп'1.Iожев в :вертnка.1ьпоn п.1ос.r.остп ЬсЬ1с1• 
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Состав.1.11а теперr. ~юиевт всех c•.t относвте.~ьво (1d1, ваЬе• 

.l,a.Jee, внб.раа ·n ось мокевтов .1ивию (lc, яal)tex 

S1=0. 

Пос.'lе эrого Jieвo яаходим, что 

8'.!=S11"-=- .; · 

204) · Прямоу~о,~tная доска aЬctl 11P"per&.t.cмa "фужJа .~нm!J ••ью 
r.1щржнямu. Найти усм.tия, вызы11аемt1tе 11 эт~ стержНRх сtмой Р 
(tcepm. 418). Раsрезивае11 нее стерапв и соста.в.11J1ех мокевт ('00Тnет
сt11ующих хм yc1.1вit и си.иы Р отвосите..,ьпо 11ертисальвой оси аа· 1· 
Тв.к ка.1t зта ·мь пересекает яаправлеиив Вt:ех стержней. крохе ваnра- '
u.~евв.я 6, TQ ·еоотве!fствующее ур·ие равиовес11J1 бу;1.ет :i;\UЮчать Jiumь 
о.11:во пе11звестпое усвлве Sr., аотороесейчас же и опре;tеАнети. llодоб.выы 
ае образо11, выбира·.я sa ocr. 11011евrов ilИИНIО 1ld1. uахо.'{11и уси.tие 83• 

После ~Т6ГО собрпщаемся х onpeж,e.retlRI) JClf.1.ИЙ 81 и S.1. Сумму ~тпх 
уси.1ий най;r,ем, состав.1в.я иохевт cиJI о'fвосиеJJ.ьво щ;JJ с1Ь 1 • Друrое 
ур.ие JUIH опреJ1.еJеии.я тех ае усилий по.11у1Jии, co&ri.Lи .tв.я q:w11y ороекциП 
ucex сил на. вапран.1евие с 1 Ь1 • Поме этоrо .;ierвo ·Н.:UО,'1.ИМ у·си.1n21 s~ 

u В:" 11ыбврав за оси ио•ептов .1инии аЬ и dc. 
::!05) Трсщольная доска аЬс прикре1мена к .~с.ме шесm?>ю стержhд.~1и, 

1шс1!0.~ожснны.111t поиарно в mpe:i: вертика.•ьк_ых ыоскоеtJ~ц (tiepm. 419). 
Ноити ~11еt1 .шя. вызывас.:~~ые tJ onDpНы.r стержнях Ct4AOIO Р. ,l(ж• опреде
-чщин усидий. н каждой пе.ре опорных стержиеt llfЪl можем соетавИТL 
IJO дна ур·ил. Например, чтобы ПOJIJЧR'l'J1 усилил s. и s~. МЬI COt:Tanm 
одuо у.р -11е , uыбрав за oer, иouell"l'nв .111вяю Ьс, пересекающую оtи 

· осталы1ых опорuых стержней . Друrое ур-1щ ва.к.111!)11&ющее те же не-
11 :iвестньн.•, :мы rю.11учии. выбирал за OCF- моментов .1инию оо пересечепин 
11J1ucнurтeй, заключающих паправлевиJr 3, 4 и 5, ~. llодобв.110 ае у.р-иJ1 
:uory·r uыть СfJСТавлены также дл.н усилий в .п;nух .друrих парах опорных 
стержней. 

Та же задача может быть разрешена пес1юлько ииlihl путе11. Мы 
)\ОЖеМ разложит~. силу Р и усилия в шести 0110рвых стера:вах . на. 
1·оризолталъные и вертикальные составляющил. Гори:юнтальпые соста-

. ш1яющи.1:1 каждой пары стер$ней расположатся но одной 11р.11щ1й, и е1~ли 
)IЫ торn:юпта.н.~rую проекцию силы Р раsложи-11 '11 горизонтаJ1ьпоri 11лос · 
Rоt:ти ua направ.пеuи.я lle, fg и kl, то получим суммы rори1юнталыn.тх 
проекций усилий в кажл,ой паре опорных ст~ржвей. Д.1я полученшr 
срш uе~•тикальных прое1щий тех же усилий uужно uерти'кал1.пую 
11роекц11ю с11 .1ы Р раз.tожить ua три верти:каJrыше направления, 1J·po· 
:ходящие ч:t>ре3 а, Ъ JJ_c. Имел rоризоnта.1ьвую и 11ертика.1ьную прое1щиn 
:;си.'lий в RaЖ,.7.ol паре ouopnx ет<.ржаей. сейчас .же яа1щ~им и са-мы(' 
уси.1ил. · 
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206) Доаа tfhcd npapen..~ " зе-м.~е tuестью стсржнн:.11 ( .ц.р,п. 
4"10). ~Аыm" ~мя, ftlf3М8aeA1ue в этих стержнях t:Uлой Р. 3~еtь 
118' y.u.ew.a ПJ)1.:tвепв ооъ та.а. чтобы °t'н:t nересека.11а П'~tправ"теuие пяти 
оuорпп ~1t11eit и нам .!;Jt.lf 011ре11:е..11е н~1я уем.1ий в каж.1ой паре 
стеравей пркдетск ·~оставить по два ур-ил , каждое яs 1tоторых Gy','l.e1' 
ЗQ.Q)чать по· две uеизnествы·х. Надрихер. чтобы оuреде.111т1," усил ия 
б • б, в~ерем ва ось 11омея1'0в .11в:нию 1;Ь 1" по которой пер•~Сt>каКУГсл 
вepтиit&.l!ЫIYR п.1ое:воети, зак.'Iючающия iranpa11J1eн11и 1, 2. и 3, 4. В . еn
ответстnующf"е ур·ие раквовееиJ1 вой.жут .1впп. уси.1и.я S, м S,,, не пРrе · 
еехающ11я паnрав.1енае ЬЬ1 , Друrое ур-вс, зах.11ючающес те же пеизRс· 
ет.выа, м:ы получим: вябирц • ос• кохеятов лин11ю ef. 

§ 55. Образование rео•етрвчески неизменяемых, статичесии 

опредепимых проетраястsенвых систем . 

При иссдедовапии простравствеаяы:х систем мы сохрашпr. в 
си.1е те преJ(nо.11оаtепив, &0торые бя.а:и приннты нами в c.JJyч&e 

ПJIOCRRX фер:v. Мы. буJJ,ем предпо.ла~:атъ, что стержни простра.в
ствеввlilх систем соединены :между собой в уз.11ах идеа.~ънымп ша~ 

_poauvw mа})вирам:и, допускающи.ми свобо~вое вращение каждого 

ив еtерав~й. около шарнира в .11юбои направлении. Иsме-' 

веви• .uия стержней под в.шяuпем во:тикающих в HlfX уси.1иn 

бу.w;ек С'IRТ&ть весьма ма.шми и в ос;-ювавие расчетов будем &"1аст1. 
то отвосите.1ьвое располо;крпие стержней и уз.11оu, хоторо~ соот

ветствует венапрлжепному состояпrю системы. 

Внеmвяе си.11ы будем предполагать сосредоточею1ю1и в уздах 
системы. В таком случае отде.1ы1ые стержни будут раGотать лишь 
ва растяжение иJJ.п саштне. Изгиб стержнеА сонершеяно 11ск.1ю· 

чаете.я. 

Вывсвим преж,це всего, мкое- чиСАо стержней явллетсн нР
обходя~ы111, чтобы связать sажанвое чис.10 точе&, .1юбыи 0Gp:i.зm1 
расnоложевиuх в простраuстве, в одву rеокетрическп IIt:из~re · 

явеuую свстеку. д.~в решевиJ! эroro воароса будем исходит1. п а 
определевяоrо споеоба образовавпв пространственной системы . Мы 
свача1а при помощи трех. стер8Ней СООАВвик r: пеи змеnяемую 

~истему три уз.rа. При веизкевной ,vп1ве стержней отвосите.nъное 

расnолоаеиие 11epron по.1учаеu:ом такD образом треу~·оJ1ьниsа. 

явитс.11 впо.1ие опрехеJiеянык. К по.rучеввому жесткому тpeyroJ1ь
uuy првсоервяем 11етвертый yseJI при помощи трех стержпей. 
ЕСАи эти стержни не ра.спо.1011tе"kы u одвой плоскости, то полу
чаемое таq11 образоlt арвсое;хинение яовоrо ys.-,.a будет rео:метрИ
чеаи веиsхевяеап.rм:. Присоедиея.я к. этой системе пнтый, шестой 
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JI ·.т. д:. ,уяяы, иuдый тре.я ~акJ, ве .1ежащими в оJJ,воИ 

::wrоскости, :мы :можем по;!Jчвть ~кетрвчесхи вевзмевяе.му.ю про

.ез;ранствеввую систему с .л,юбым · чисдок уs.110в. Д.1.я этого · еаособа 

.образования лР.rьо устанвв.вть Сl!Л3Ъ между чвс.11ои уuов 11' :чвс.11011 

<:~~ер.жней, :пеобходимых µе \(JДесце.11енин rеохе'l'ричесхой веиs~е
ля.ем.1:Jст.и.. Луст1. о!)щее чие,з0 уздов равно п. Д.~rя соединения n 
.ве11зuевяем','ю систему neptrlit!X 11'рех уздов понацо6и.юсь 3 стержни. 
Д.::w II'р.ксоединепuн Itаждо1.·о я~ юста.:~:ъных 1t - 3 уз.~rов nужно 
3 ~т-1::р;кал. Следова.тедьпо, одщее • яис.10 стержней .~удет ;рав

влтъсм 

. ; (а) 

Cиere:и:L'I , ·Образованные па:меч.е:яны:и здесь способом~ мы бу
дем ~&3ывать npocnieйJ,Uи.mt cucrne..JШAt(lt.. 

~~}ти простейшие сис·rем:ы за&..!юч:аiо1· в себе лишь (:1'~щ1, 

пеобходюtые J[.Jl:Я обеспечен в !I rеОХеJ'.Р.ИЧеской неизмеваеиос•.Nt:. 
Ес.11и устравв1ъ один из стержвеf:i, сиС11ем:а становитсн по4в.RЖl&~Ц, 

опа обращаетса t.i :механизм с (1)1.ВОЙ {?еDенью свободы. При 8!!Q6!. 
относите.1ьное р:щпо.110жевие уsдов ПQлу~ает возможность И3J!~

в.итьсн. :Мы ыожеt~ устрапить эту подвижIЮСть и получя·rъ B011J1() 
геометрически веи~•еняемую систему, ecJiи вместо отброmеявоrо 

стержня вставим новый стержень .междr .1.ВJМЯ такими уз"1амt~ 

расстояние :между которыми получило возмож:вость измеплтьсл. 

П рщ1еu.ял этот сuособ .юш'ны стер,нmей. возможно подучить 

саыые раsнообразп.ые пространственные свете.мы, общее 11ис.'10 

стержней R(ltopыx будет у)l.f.)В:1е1•1юрять ус.11овию (а). Что касается 
~·еометри11ес&ой неи :н1епвеиости таких систем, ·ro она 6удет обеспе
qена, eCJIB T{).IЬRO пере~ П3Ъ!И не будет тот ИСL'IЮЧИ'l'еJIЬВЫЙ слу~ 

чай, 1юr)l.a зажняюUJ/ttй стержень встаn.1еп между двумя узлами, 

рассто.яние :меж.цу которыми ваходитсн в состоянии maximum'a 
й.tи minimum'a. В этом пос.11е.1.неи случае малым перемещени.яи 
нодввжвой системы будет сооtветствовать изменепи~ расtтоявия 

:межцу соедиваемыми за."еняющиАt стержнем рлаки на малую ве

.:~ичиву второго порядка. ма.1ости, и, с.1едовате.11ьво, тех ма.11ы:м 
. . . 

изuевевявм ,1;ливы заменяющеw стержвв, которые по.11учаютсл при 

)"i:lpyrиx .цефорънщивх, будут соответствовать значительные пере
мещени.я уuов системы. Та1tи.я системы, 1ta1t rеом~рически из.ие
н.я!!:иые, не АО.JЖВЪI быть примеНJ!емы на nрактвве. 

Расс:котрим здесь еще одп11 способ образовавиа простр~в
стnевп11х свете.к, которым ивоrАа по.1ьзуютс.я на практиsе. Ми 
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моаек пожучить новую rео:иетрв11есви пеизкевле:мую систему пу

тем сое.1:пвевпл м:сж.-у собой Авух пространственных с.11сте:и про
стейшею .· типа. 

· Леrхо 1ыасвитr. то чиСJо сrержней, которое необходимо J,.'IJi 

ж~сткоrо сое){авевия кеж.1.у собоl этих двух систем .. :Мы будем 
держать OJ.BY пз этих систек яепщвижвой, тогда. д.rн жесткого 

првсое.1ипевин второА системы необходв.uu эту последнюю лишить 

шести степеней свобо.1ы, чего :ыожво АОСТИrяуть вве,1;евиеи шести 

соедuвите.tьвых стержней. 

R тому же числу соедините.хьвих стержней :кы кожем: nрятти 
11 иным путем. Всл1tая сила., приuа.дываеиа.я к одаой из соеди
няемых жестких систем, до.11жяа ура.ввовешива.тьсн уси.11ил:ив в 

СО('ДИНВТеJIЬВЬIХ tтержнвх. у t:BAllЯ ЭТИ' ДОJIЖВЬI уДоuетворвтъ 
шести ураввенвнм статики и· JiltJryr бъ~тъ о.1:возвачно оuре1елевы 

при всякоw распо.1оженяв вяеmвих св.11, если ч1с.110 соедиввте.1ъ

пьтх стержней равно шести. По.1ьвувсь шее:rью соедивительвыми 
-стержннuв, мы, -конечно, до.11жвы кsf)eraтr. тех исuючитеJJ.ъвых. 

-случаев, которые бы.11и о·rмечевы в преЮ>JАУЩем: пара.графе. Тогда 
ыы по.1учим :-кесткне сое~ннение ABJX rе1).11етрически · веяsм:е
пяемых: систем. Ес.ш одна ив них имела n, а другая т уз.1ов 

ТО общему ЧИСJIУ n + m узлов HOBOfi ферм:ъt будет СОО'l'ВеТСТВО

В&ТЪ тахое чис;110 стержней 

Зп-6+ 3rn-6 + t•= 3 (1"-t-m) ..:_ 6. 

Т. е. соотношение ..u:ежду чис.Iом уs.11ов и стержней повоn 
феркы удовлетворяет усtJJовию (а). 

Обратимся теперь Jt расекотреи&ю сетчатш систем, sото
р:ы11я по.1ьsуютс.11 npn образовании рwвчвоrо ро.-а купо.1ов. Сет
чаты.ми свсте11а.м11 мы nазыв~wи такие nростравствепные систеJ1Ы, 

уsлы и ребра которых распо.1ожеnы по вапвутой: поверхuоств, 

оrраничивающей од11осв.я3Иое · пространство 1). Ес.1и поверхность 
втв 'Соtтавлена И3 треуго.1ьвп1tов, 1>а(;по .11оr.еяпых тs.к, что мж:~:а.н 

из вх верmии явJ1~етсл и11mивой ж.~r.я всех ее окружающих 

треуrольви&ов, то, припп){8.Я ребра квогоуГОJrЬвав:а · за стержп'11 

простравствевяо!f систекw и . уr;ш- '31• уUЫ све-rе»ы, ваi\дем, 
что иеж)lу чис!..о:. стержней 11 уз.1ов иvеется sавиевиость, опре· 

~еиемав. форму.101 (а)~ Т. е. •tис..16 стер:к~еl в.ах рав соотВ(:т
стnуст 'Iому, &О?Орое ав..1.нетс.11 11евбхо.-ьым: .цпlt обеспечеви.а 

·--- ·- ·- --
1) С10.~а не будет поцохнть, ваuрваtср JIOвepzaOO'li., оrраничлв:~юща.а 

а:ни:вrrое Jrоj!ьцевое npocrp•tro7вo. 
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тео•е'rрвческой не1змевае•остя системы. д.111 10L\S&те.1ьС'rв& зтоrо 
по.11ьзуе11ся теорекоl ЭIJ1epa, уставав.1nающеl .-.1.а: sа111:вутого 
11ноrогравивка, оrраввчввающеrо о~восваsвое проетраветво, такую 

заввсвкоеть 11ea,1ty чвс..'IОУ ребер т, чве.11с11 ys.toв п и чис.11ок 

rравей f. 
• . (Ь) 

3а&исимосn эту ~ожек установить на освовавии таких со· 
·()§ражеввй. Берем свачuа какую .11вбо грань 11воrогrnинвка. 
мим c&llWI Jп.i берем опре,1tе.11еввое чис.10 ~бер п так~ ze 
чис.110 уз.11ов вamero мвоrоrранвнка. ПрисоеАИВJIЯ :& вы.бранной 
rравп :мвоrоrраввика новую грань, 11ы те)( самым прпеоедпняем 

вовке ребра в новые JГ.!ll. При чек ЧИс.tО вовнх ребер. очеВВАВО, 
всеrА& будет ва е,1;иввцу бo.l•me чем чвс.10 во111х уr.аов, та& 
ка:& :кaz;s.oe ребро sа:к"ючаетел 11e&,Jty AВJllЯ уг.аами. 9то закJiю· 
чевве 11ождо с.же.1ать по отвоmt..нвю к каж,1;01 новой грани. Сле· 
Аоватезьво, Чис"о присое.цяае:мы:х ребер бу.1tет равняться числу 

првС()(.•.1tви.яе11uх yr.101, уве.1в11евво11у на чис.10 првсое.1tnвеввых 

граней'. Это сохраняется в си.11е пока мы не дolAell А9 последней 
граяв, за111~1ка.ющей квоrоrравЕик. Присоедивевие этой грани 
ве првбаuает к ваmе11у 11воrоrраввику пи новых уrлов пи но
вых ребер. Подсчитывал теперь все ребра, yrJJы и грани, мы 
прихо.11.ик к формуле (Ь). 

Приыевик теперь -эту фор11у.11у к току СJiучаю, когда все 
rpauв uогоrраввика 11в.1.вютсн треуrоJJьвихакв. Каждая гравь 
оrраввчева че:ыв ребрами и так ка& одно и то же ребро прп
в1цлежит двум грав.ак, то :uеж.11.у ЧИСJIОЫ ребер и чис.~ом: граней 

получаете.и такал зависикость 

3{ f 2 
?li=т И.'IИ =3m.. 

Вставллл это в форку.11у (Ь), получаем: 

m=3n-6. 

·т. е. приходим к sависимосто, уставав.аиваем:ой фО(l»у.11ой (а). 
Чис.nо стержней в сt:тчатой системе с треуr6.1ьвы:ми rравлми ха1> 
рав равояетса тому, какое лвл.яетсв веобх0Аи1tы11 для обеспечени11 

rеокетричес&ой неив11ев.яемоств. То.11ько эти системы :мы и бу

деи в дальнейшем: называть сет,1атwми. Раз,~вчвые виды сетча
ТЬIХ свете» оредстаВJiевы на чертеже ( 421). Непосредствеввы& 
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CJJe'1'0ll JШ .1еrко ~св, что во 11.сех представ.1ев.иWI аа чер
те&е ~алх :arez_, '!lae.1011 стер.1Е1ВеЙ и число• уал& ~вvеетса 
завtrе111tЮС11'ь, oпpe.-e.u-mraл формуАоl~! ~а). Если 11н ~рuим.с.11 к 
сиете.м,е, в.редсtамевиd ва чертеае :(422), то ЗАе:СЬ~ хо:rл вс~ 
rрапп и разбиты в& -треуrо.11ьвики, по ·точка 17 ве яu.ветс• ,Qбщей 
вер:пввоl дл.я всех оs.руzающих ее т:реуго.пюt1tо~. Непоеред

ствеввым: счетом убеЖNЮ•С'Л, что чии~ стержней ва е;uшицу 

:ЫСВЬШе TOf'D ЧCCJJ&, ltotOpQe JIВJl.ЯeTCЯ DеООХОДИМЫМ: .Ц.J.Я обес.пе
ЧеНИll rео.11:етрической вева~ев.ве11осtи. ·Еаи бы мы встави.11и en'Le 
один стержевь ad, нa:ue"qeJQlыl на черте.же пунктиром, то. общее 
число стержвей быJJо би АОО.Таточяым )(JIЯ обеспечении rео.метри
чеекой веизмеи.яеыости. Но все же 9истема ври выбравнои распо
.1о~вив стержней 6ы.11а бv зе жесткой. Бсе стержни, схо.дл
щиес.я в узле d, распо.1ожевв в одной п.1ос:к.ости. При действии 
си.лы, перпендиЕу.'I.ярпой этой шосхости, узе.1 ll будет совершать 
значительные nеромещепив. 

Мы показuи, Ч':'О чиСJiо стержней, необхожимi>е ин обеспе
чевин rео:ме'l·рвчесаой sеизмепяехости, оареде.жаеrсн · форм.уJiой (а). 
При бо.1ьше:u чиСJiе с·rержвей ми будем иметь систему с лишними 

брусками. В сччае :меньшего чис..11а стержней система будет nо

движвоl, и равновесие :может быть обеспечено лишь прй соблюдении 

некоторых допо.11ивте.11ьных условий относительно J~;ействующих сил. 

Поuzеи теперь, что свсте:мы, удовдетворнющие условию (а), 

будут не то.1ько rео11етрически неип1еняе:мы:ми, во также и ста

увчес:ви опреАеJ1и11ыии. В саио:м дeJie, при опреде.1еви11 усиJiий в 
етерzв.ях :мы :можем поочередно рассмотреть условия раввовесил 

всех умов системы. Д.11.я ка:ацоrо. уз.ла.. составим три ур-и.н равно
весия. Таким образ())(, д.J.11 пространствевнпй фермы, имеющей п 

уuов, мн поJiучии систе:ку Зп ливеJвых ур·ий. В эти ур-и.в 
войдут :вак внешние силы, так и неизвестные уси.11ин в стержвлх. 

Внешние сиJ111, действующие 'На систему, ве 1юrут быть выбраны 
произво.1ыrо, ови до.1жвы р;ов.1еrворлть шести услови.н:м: равновесия 

всей системы. рассматриваемой :вак твердое тело. В тахо.м CJiyчa~ 
J(JIB оrtре,в;е.11евия усв.1иt в стержн.вх остаетсл в ва.щеи распорJ1-

zевии Зп-6 ур-ий, из хоторых и могут быть найдены Зп-6· 
неизвестных усвJ1ий в стержв.вх. 

Ес.1и чис.ао стержней бо.11ьmе, чем 3п--6, чисJiо вевзвествых 
JСИJ[ИЙ будет бо.1ьmе числа ур-ий-систе:.1а стат~чески неопре

.це.1и11а. Kor.11a чие10 стержпей :меньше 3п-6, мы: дл.и опреде

.аевиа соответствующих им усв.11ий исполъзуе111 пе все ур-и.п статики. 
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Веrав.11.я вайжеnвые усuив в веиспо.1ьsоваввые ур-ия, :uы по.ччии 
JОDО.1вите.аьвые уиовив, которык .~tо.1жны у~оuетворатъ ввешввс 

еилы , чтобы быJI& обеспечен& воsможвость раввовесин системы. 
Когда чис.10 стержней сист~мы удовлетворяет условию (а), 

во ур-вв раввовсси.я, из которых опре.~tыаютсл неизвестные уси.1шв, 

та:~tовы, что их опреJ,е.1вте.1ь обращаетса в ярь, .мы поччиv д:1я 

веиsвествых усн.J1иl веопреде.11еввые или бесконечные sяачевия. 
Это покажет вак, что исс.щ~уема.н система представляет собой 
ОАИН иs тех искJючительных СJJ.учаев, в& которые мы указывыв 

выше пра рассмотревив способов обрdЗовавил проС'rранствеввых 

систем. 

Вы'iИС.!евие определите.~:л в случае боJJьшого ч11с.1а ур-вй 
представдяет 60.11ьmяе sатрур;неввн, поэтому на. практике Jzн ре

шения вопроса, ве представ.'lя~т .JIИ за.цапваа система вск.1ючв

'rедыюrо с.1учая, И.ilYT иным путем, именно определню·r уси.11ия во 

всех етержнлх. свстеиы .JJ..2H одного какого-либо случая яаrрузu. 

Если удаетсв доказать, что nce эти усилив: 11м:еют впо.жве опре
деJJ:евиые. звачепи.я, то зто будет покаsывать, что опре.11;е.11ите.1ь 

соот.8е1'СТвующвх ур-яй в нуль не обращаете.и, и ваша система. 

лвлнетсв rеоке·rрнчесхu неизменяемой. Проще · всего пре.в;по.11ожить, 
tJтo & умам: си~темы не при:южено никаких сил. Ес.11и .Ц.IJI wroй 

пу.11евой пагрупки кожно ,JJ.оказать, что усцJiия во все~ стержна.х 

равны нулю, то это вам uокажет, что рассматриваема-я система 

rеохетрвчески веизмеш1ена. 

аадачи. 

207) Ло:щзать, что ~~ространственнwе фермы, ·представ.~енные на 
ttepmeжe ( 423), принадмжат к классу простейши::с cucmeAt. 

Все изобрааевные системы мы коsек образовать . вcxo..tJf из основ
ного треуrо.1ьвиа 1, 2, 3 и орисое.11.инян остuьuые уз.11ы JJ поряАке 

их номеров, а&АЫЙ тремв стержнями . .... · . 
~08) Выя~""'" с.особ о6разован~щ сщ:темы, представмнноu на 

>серmеЖе (424). Эта простракственная система COC'l'&Ueaa из ABJX за
шrрвховапвых · ва 11ертеае простейших систем, со~.11;иаевuых иеажу 
еобой шестью с"ер&в.амв I, ... Yl. ПорвJ{о& образования простейших си-
стем yв:asau соотиетств}'IОЩВМВ ио11ераки уз.1ов. . 

209) llолыуясь спосо6ом ~~ стержней, обратить nредстав
·'1енныс на чертеЖt (42!i} ctttnieмы в просtr.ейшие. 

Если .u сист~е. вре.r.стамеавой на фигуре (а), иыбросить стераень 
аЬ, то в yue а ОС'l'аВется .1иatt.. 'rри стеравs. Устраца.а и1., Прихоцем 
к систехг cdhef; котора.л ко&ет · быть обращена в простейшую уста
нов&di диаrовuи Ъс. Та.-ик обрuо•, sа11ева стера:яа · аЬ стеравех· 
Ьс пp~BOAJiir вас Ji. uроетейшей· системе. · 

9 
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Обратвмса теперь • t•ете11е, пре,11,ставJ1011вой ва ф1111ре' (Ь ). 
Устра11и11 сначuа стераеn аЬ. Поме этоrо в у~.1а:х а и Ь оставеrе.11 
по три "ерава, отбрасыва. которые хы nрцек. к систеw- cdcfgh, 
:1отора.: обращаетса в прос-rейшую цуте11 устаuовхв дяаговuи· cd, 
вакечевноl ва чертеже аирвым пунктиром. Таким образок, замена: 
стеравя аЬ стержнем cd обращает за.~;анвую свсте:му в сястеку про~ 
стеАшеrо типа. Toro же резу .1ьтата lioaнo .цОС'J'Вrву:rь · и ивыхw путяп. 
Мы 11оsеи, например, обратить sа.~;аввую сис,-е:иу в '!lростейmую, sa-
11eвu .1.иаrова.п. af диагональю cd. 

Чтобы обратить в простейшую систе.иу, преАстав.аенаую иа' фиrуре 
(с), орихоuтса провавести ;~;ве :~ахевы стер'!шей. Мы начинаем с уз.1а 
-а и устраi1:.яе11 етержвв аЬ и ас. Jloc.1e этого в уме а оr.таетс.я АИШЬ 
ТрИ ~ТерЖЯ.Я. УстраВ8'8 ИХ, НRЙ.Цt>И, ЧТО Ч узлах а И е буJ;еТ JIИШЬ ПО 
три стержва. Отбраснваа вх, при,цем к подвижной систе11tt, котора.11 
11оает бнть обращена в rео11етрически веизм:ев.иеиую систему Рростей
mеrо типа путем 5ставовхи хиаrона.tей bg и fk. Таким образов замена 
стержней аЬ и ас 1.чrержпаии 'Ьg и: fk обращает за.1анную систему в 
nрос1•ейшую. · · 

210) Показать с1юсобоJ11 нулевых на~ру.юк. •tmo система, npeдcma
IJAtflНOJC на черте:ж.е (426), явдяется ~еометрическ~~ неизменяе;1еой. Talt 
Jt&J: асе rраии системы раз.це.1евы на треуrо.1ъви1.и, то число стержней 
1.а11 pas равво току, которое иеобхояимо мл обеr.печеяи.я rеометрв
чесаой И(lиs11евлеиости. Чтобы показать, что мы з,'J;есь .ве имеем: иск.1ю
чите.~ьвоrо СJ1учаа, при котором свете•а об.1&,1;ает поднижuостью, .цо
uае.м·, что при отсутствии внеmвп си.1, ус11J1иа во вr.ех брусках рав

ваютса вуJ1ю. Обращалсь к ув.1у 1 и приникав во вни:м:аняе, что в нем 
~е стеравв, кроме O~BOL'O, .le&&T 11 ОJ{ВОЙ U.IOCKOCT.11, З&ВJIЮЧаем, что 
в отАе.1ьво напрuuеивом rтераве 1-2 усиJ11е вепре:иевво равно ву.аю. 

Точио та!Е&е из расе1101рен11а уuов 3, 5 к 7 за&.1ючаек, что равны 
11у.1ю уеuв.а в етеранп 5-4, 5-8, . 6-7. Разре.аех ~пер-. вamj 
~Kt"re•J . п.rоеаостью, пара1.1е.1r.вой боковнк rравам 3, 2. 6, 7 11 1, 4, 
8, 5. Прв 8'1'ОМ кроке сте}>Jlвей 2-1 п 8--4 с ву.1евыми уси.1в.ак• 
бужут uервсечеЕы еще шесть стеравеl. CocraВ.Jaa м:омеВ'f уеи.uй во 
всех пе1~ерезаВ)JЬfХ. етержвах отв.освте.аьво оси, сое.цяв.яющей ув.1111 5 
и 7 я приrавнввал втот моиевт ву.11>, ваl~ем, что уса.1ве в стераве 
~4 .1.n.1аио р4вВПЬСJI ву.пю. Пос.1е этого .1ert:I) моJ&еТ бЬ1'1'Ъ .-оказано 
раве11ст110 ву.111> усипй во всех прочих стеразах систе11ы. 

~11) iloкa:юmfr, t1nю t?Сстема, представАtннаА на tЩmJeЖe ( 427), 
110.11етрически кеизм":Н.11ема и что она мo;JCem бить обращека в про
омгNшую заменой (}()чо;,Q tf.f r.тгржней. Д.1.11 .-окааатыьства ве1з11евае
•ост• светекы J1ОСnользуе11<.•s способо• яу;аевых ию·рувuк. При отеуr
С'l'В811 11в.eml!8X cw.1 мы вг yc:.roua раввов~• yuA~. l ааuючае•~ что 
11 oт.t.e.t•lfo вапрu.ае11ко11 етераве 1-2 уси.жке ,1;0.1&Jto равв:.ятьса. ~.жю. 
Обращаась теперь & y2;iy 2, S&UJ>•ae•, ~то во всех ~ерава-r,. ~хо:
.~;•щпса в это• yue, JIOllП.И ;i;o.raвu- равв.иТJ>С.11 в~.1D Ta.r;oe ае З'\
UWJЧ88Jle .1елаех отвосиО.1ьаn стеравеt yua з. Пос.ае этnl'Q' ar10 
~оu.чать р&11еаство ву.1D ус11.аиt всех оста.1ьны• P.repaвel. Чтобы за-
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.uPJВ вв eme11J обраи" • llJ*'ld•re. ВJ•• 7U•ao •ес!'О 
ADl'OJIUll 2-i ~uп .-rовuь 1-б. 

§ 56. Clloeo6u врпремев•• вростр&11СТ118111UD авмеа • •ue., 

ЧNбы l't!Olle!p"ecn вевзмеваекую проетраисrвеввую св· 
стеху иеиакевво cвuan с ве11.1еl, вуuо .1ашвть ату систему 

шести сrепе:веl свобоJu, 11то моает б11ть выпо.1вево, us ка 
в•"е.1в, вацевае11 meC'fli опорных стераиеt. На цра&тиsе nрв1ре
п.1евве .l!рос:rравствеЯВJD свстех в фущ~амевту осущестuаетса 
. обыкповеи110 в:рв по11оща особых опорных подуmеL · Мы буАе• 
различать тра 1taтerop11• опор: 1) веuо.1.в1ав~ оаору, 2} ио
дввжвую цв.1ив.-ричепро опору в 3) ПОАВИ&ВJЮ шаровую опору. 
Чтобы осущ~твить ве~виивую опору, вужво себе пре,11;ставвть 
зaspeo.1aeJПJi1 шаровоl шарв11р системк uожеввым в шаровую · . 

вuциву и~OOJUUr&Вol llO~в. В такок e.ayqae цевтр аакреп.1ле· 
11oro шаравра оетаетеа со.ерmевво вепо,цвавык; в соответствующu 
опорка.а реакциа, прохо.uщаа черев центр шарнира 11.ожm· иметь 

.tюбое ваарав.аеuие в . проетраиетве. 1fв бу,1;е1t пре,11;ста8Jfать такую 
реакпию тре11.1r ее сост&а.uJОщв•я, ,1;11 опре.-е.1евив которых вео4-
ХОАИ11О &aen трн ур-ив. 

ПОАJАо."11ую- цн.!ИВ.А.р11ческую опору мы осуществuи, закрепив 
шаровой ш&рв•,р cиcтe•·lil • подушке, расnо.!ожеввоi ва ци.аввд

ричесвих ожа:а~. Tan• оворА будет 1кетъ воз11ожпос1ь свобода.о 
перекеЩJтьса 11 яаправ.11еава перuевЮ1ку.11рвом: осв к&таов. Соот· 
ветствуЮЩ&JJ ооорнu реа&Цu буАет, оч:еви;що, .1ежать в п.1оскоотв, 

nep1reц1кyu1m~Ji к вапрu.rевню сколъжепин опорьr, и :мы ее 

сuожеж овре~е.аат• ABfU состав.1.ающи•и, JtDJ вычиСJiевиа которкх 
nояа.-ооатсн два ур-ил. Д.1в оеущестцеви.а по.в;nижиой шаровой 
опора,. llJЖВO te(ie- пред-сrавить подушку, в котороll за&реп.1ев 

oпopllilit шаро.~юii шарявр системы, распо.1оженвой ва шаровых 

saтux. В таком слуце 9'ПОрваа аОАfШК& пкест возмоzвость пере

ыещатьел. по любоау иаnра1.1евию в п.11оскос1'и, пара.'l'.'Iе.11ьвой 

п.;rоевоств uta11вa ma~x. катков. 

О;~ориа• реакцвJJ, &0тораа AOJIЖR& uрохо.-11~ь чере3 цев'l'р 
оиорвоrо шарнира екстеш~, будет . иметь, очевn.~r.во, на11рав.1с1ше 
nерnевжач.11.ярвое ~ о.зосJЮСти с~о.tьжевuп. Д.1111 опр~де.11епнв 

реuцо требуетСJr .!Ишь ОАио ур-ие стати&о. 

Ror.ita :s зеше прЕsреп.1еиа rеометрнчески 11еа311сиаеа1ан 
nростраиС'l'Вt'вваа сис1·~ка, :мы .11;.:r.в опро.це.1евпн опорных реакций 
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будем иметь шесть yp·•I статва, &O'l'Opue иаuвшrrеа, как yp-.u 
равиовеси.а тверАоrо re.ia. 

Ес.1и опорu свстехu ycrpoe&11 так, что 11всло !lензеетвuх, 
овредеJJ.яющих реактвввJ.:е сuы, равваетса шt>ств) то мы буАек 

иметь ~истеll!.у статически определенную относвтс.аво опор1n1х 

реакций. На освов'\иии сказаввого sauючaeu, 11то, распоJ1ожив 
rеокетричР.с&и веиsкеввекую систему па 'l';>ex опорах, из коrорых. 

охва опора веnо,цйижва.я, Аруrая подnижиая, ца.sив1р.11чес&ая и 

треТья пщввжва.а, Шаровая, мы получим: uростравствевпую ферку" 
статически опредё.жиuу ю отвосите.1ы10 onopюJx реакций. 

Тодько что расс1tотревлие т1щ спосо:5а. вюtреп.ленпя :мы :можек. 
осуществит.!. 1·акже при nом.ощи опорnых стер.:~ше:й . Чтсбы поАучитJ.. 

вепоАви:r;sо~ ы~креадепие в.акоrо .~ибо шар шiр::1. свстеми, зужно· 
Сl)едннzтъ атот шарнир с землей тремя опорuшн1 стержяяып, пе· 

Jiсжащимл в одной п .юскостп. У стро~стnс nенодnцжпо~ опоры 

&CBИB8JleHTfl0 Tf.eM flJ:JOpHЫM Стер.-КЮНI. Дд1! ПО,ЧЧеНВ.II S!t!tpeuдeHИJJ, . 
эuввiueuтrorн по~вижной цнлипдрачесr,;ой r;1юре, нужно соотвеr

сrвующий оr.~орпый шарнир прикрепить к <.~мде двумн стержu.яы:я. 

Располаr~я стержни в п~оскости, перпепдичлярво~ х направ.JJеввю 
с1шд .ь<!\Сf.ШЛ соответствующей ци.11нвдрической опоры, :мы 'l'e)r сахык. 

Ооесuсqиваем: 311.!tpettJI.ReMOilY шарниру B03liIOЖUOCTЬ riеренещеВИЙ В. 

н&)l.лежащем паnравлевии 1 
). Для получения закрешrени.я iНl'.!1.ава

.1евтноrо подвижной шаровой опоре, :мы прихреn.11яем опорный 

i:uарнвр к земле одпш~1 опорным стержнем:. Направление етоrо· 
стержнн до.1жно быть выбрано перпен)l,и.ку;rярным к плоскости. 

с&ш1ьжепи.11 соответствующей шаровой опоры. 

ilcero д.хн жест1tоrо соединения rеометрfiчески неизменяемой 

системы с землей необходимо, ка& мы видели, шесть опорных 
стержней, ]l;u·ropЪie до.11жвы исходить вз узлов системы. Если все

эти стержни распре.11.е.11еяы между тремл узлами, то один узел 

будет . ~а.ilореплен тре:м.r.- стержнями, друrой-двумл стержнями и 

третий - одним стержве:~ж. Возможно, конечно, расшределевие 

опораых стержней и между бодъшим числом узлов) но 110 всв1шv 
с.~учае Д.JIJI по11учевиJ1 жесткого соединения с зе:млеЯ, необходимо 
взбегать -тех расположений стержней, · на :nоторые было указано· 

1) Перехещевп.11 эт11 бJAJ'I проосх-одить по ду1·с круга, во приникай '!О· 
ввnавве 11а.rость этих д"рекещеапй, . иы их можем пр11вямать экя11ва1еr;т11ымв: 
uере11ещевн11 iro !fp.Rwolt, uсате.жьвоlt к кру1· у. 
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uри рассыотрспип .вопроса о раз.10жении С8НI яа шесть вапра

в,1ениl При расчетах м.ы можем начинать с опре1;е.Rllия ycиJiвii 

.:в опорных с1·ержнвх. Проинвод.11 разрез этих стержпеl и поJJъзуась 
-способом :ио:ыептов, мы .1еrко вайдеи уси.11111 в оnорпых стержнах 

и эти уси.11я.я будем рассматривать, как внешние сиJJы, придоаеявые 

1: рассчитыме11ой пространственной системе. 

До сих пор мы различыи стержни 11ространств~вnой системы 
и опорные стержни, при помощи которых система при1tре11.11яетсJ1 

& sе.и.1е. Д.11я обеспечения геометрической неизменяемости системы 

с 11 уз.11а:ии нужно иметь, как иы видели, 31i-G стержнеlt. При
сое.цинлн сюда еще шесть неоuходимых опорных стержней~ найАем 

что д.'IJl образовапи.я геометрически неизменяемой простра.пственной 

систе:мы, веязменво с11язаивой с sемлей, необходимо при п у3.1ах 

иметь 8;1 стержней . Тен::рь устрапи:м ра3.1ичие :м.еж,!1.у опорными 

стержнш.rи и 1~тержнлми системы. Тогда можно 6уде.т обобщить 
способ замены с1ержпей, которым мы по1ьзоваJ[аСь дмf обраzо

вапиJ1 но!!ых пространетвеввых ферм. У страuв.я кааой· Jибо стержев1. 
системы с nеобхоА1шым чис.юм стержней, мы обращаем эту сис-rеку 

в uодвижпую. ,1,.1я · nосставов.1епи;1 rеоиетряческоfl щ: и:; 1!t:П.t'1емости 
можно устрав~пныl:i стержень сl!стемы: в:.~м.евить .\<2'~\!Jд !:sтедъuы:м 

опорным стержнем . 

Таким путем: из жесткой системы, зах.1ючан111t'i1 i.: себе J11 - 6 
стержней и имевшей 111ест1, опорных стержней, мы нриде.м к повой 

прострапствевной системе, общее чис.ю стержней которой остается 

nеизненным и равным. З11, но чис.ю опорных стерлшей увеJ1ичево 
.за счет чис.1ш стержяеn систе!<!ы. Новал система, вообще говори, 

бу.1ет rеокетрическn непзмсвнемой п стз.тичес1ш оnредсJимой, ·rак 
ка.к чяс.110 ур-ий равпоnеси.я, которые кы можем составить, будет 

равняться ЧУ.с.11у неизвестных усилий в стержнях . Искдючвте.1ьоыt 
с.эучаи бу,1.ут 110.ччаться тогда, есди мы вставим хакой-.1ибо :sа

ыеняющий стержеnъ хеж.1у такими двум.а точка.1110, расстоя.в11е 

между которыми вахо,!(итсн в состтшии шахiшuш'а и.ш шiнiшнш'а, 
и.1и кеж..1у точками, певзыепвость расстояния меж;~,у иоторымн 

·оuеспечепа другими стержнями системы. 

ДJВ р&СПОЗНа!!аВНЛ ВСК.'1Ю'IИТе.1ЬВЫХ C.IJЧ&eB 11 3ДССЬ у~обвее 
всего · по.аъзоватьсЯ способом ну ,1евых нагрузок. Если можно по
казать, что при отсутс-rвии внешних си-:11 )·св.1ив во всех сте~наs: 

равны UyJIIO, ТО &ТО uуАет С.!уаИJЬ ПpBSB&ROJI ТОГО, ЧТО ваша 

·сиr,тема rеокетр11ч:ески пеиз.ыепяема. 
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аадачи. 

212) Локtиmт, что при заrсрммним ~mrcot' С8WпtмМ шестью 
OIWpнЬIArU стерЗЮНRМи, из KOlllO~ 'letltMpe tlЩНJ.Lt&tЬNfl. ~!} ~бой • 
. .ы ~гиJа бJдем woAgwniь ис1САю•1tm1г.-ь1М11i r,..'!f'4lJМ. Этn распо.tоаевие 
oпopqws етера11ей бу.жм соответстuоватr. \'OJIJ частвоху r.lf'l&IO, кr.ita. 
nupaueпs четырех опорвнх стеравей пе.,есекаютса D 0.1.воА 'IO'Utt". 
При ЭТОJJ, lalt •Ы t1BA&1•, (§ 54) вcer.ta ооахожяо провести nеь, Пе· 
ped&&l)JnJJO ваправ1ев1в: ~ mecr1н111opиNx ст1::рzвеl. Напри.ер, 
в c.ty1Jae, 11ре,1tстаые11во• ва 11epreae ~!r28), та1Ой ось1> бужет .1в11вн ЬЬ1 . 

218) 11~ e1IDCt16 о6раз0t1анм11 сuстем, t~редстав..tенньu: на 
1'dPfl'•-' (429). Система, пре1.·~та1.1сив•и па tfiиrype (а). .uо.1уч:ева В3 
ое.чопwи <'•С'l'О.ы захевой .-;wJLroвцeA иерsвеrо к вижвеrо ослований 
.t;l'J'il~ ~по.rвпе.1ьияd 01n>р11t.1ки стf!])жиnи. Поэтоху мы сразу иоzех 
CD.88·t'Ь, Чl'О общее ЧJICIO t'J'epZRt>I paBR"1'tJr току' которое Jll1.ЖЛетс11 
иеобжо.пr...J• .u:я: обесичепu ·r60lle1'J>11Ч&aoi\ певзмеяаемости систе•ы. 
Чтобы поuаап. Ч'fО au:er~ J1Ы ве 1111eear исs.11ючитl.'.1ьвоrо c.-yчa.it, DОС
по.1ыуе•са соособок lrj' JIOЫX varp.vsoк. O~paщaeJ1CJ1 с.пача.u к аерх.аих 
уuак светехы. В ка.до• ив ип уз;101 ••ееи по три cтt1pzu.я, .Je~a· 
IЦRX- • о~воt п..коевОС'J'if, к по ОА~•У от.-в.аьnо вавраhJеrrвожу етеравю. 
Прв oterrernп nешьs с11.1. ytЖtвt е от.1;е.~ь110 вапраuепяых crepж
ux буж.ут ра1111111 BJ8'11. Отбрасывu атв етераuи-; ваl.(ех, 11тQ !1 каzхох 
аз вер1:ап JPOD са1, • • . di оставета .QJIJЬ по "ва стеРО&nа, уси.1ия 
-в JtOтopux ос~евшио f>J~ равватьея оуАю. Теперь о6рат••сs к пиж-
81111 ув.1а• а, . . . d. Пос.1е отбрасываии.11 стеравеl с пу.rевы.ми уt11-
.1иа11в, вайж.ех, ч"о в уме 6 е10.1tатся .аишr. тр• t'l'epaвa, яе Jrezaщux 
в о,.:воl ir.1ocucти. Та& u.s вкеm.вей с11.1ы в эток J<11e пе 11ра1<1аено , 
то уси.1вв во всех трех стержв111 ж.о.1авы равваты:а и7.1ю. Dо.-;обвое 
ае заи.11>чев1е мы теnерь :uozex c.l(e.raтr. отсоевте.аьпо стержней узла 
е, ж.uее 7s,11a 'd и, ВАl:Оиец, уз.rа а. О.rедовате.1ы10, ]ф8 яу..rевых ~a
rpyaw ycв.DIA во веех брусках cвcrev..- paВIUil 117.11) в w •о&ех 
уnерж"атr., что рассматриваемая с.ис'1'81{& reo•e'J'Pll'leCKI веиз11еввеха. 

Система, nре.в;ставJенпа.з на фиrfре (Ь), nо.1учева Jia cet1itcatr.oil 
евстемы путем З&J1ены четыре:&. .-.каrош1.rей верхие1·0 и ввавеrо осповавий 
четыры.ш дополпительпыии опоряыmм ~тьр:кпа111в. На. осиованзи этого 
закжючи.еи, что sаАаппая систеиа И!'l:еет !ieoбxoдuuoe чвс.10 стержней. 
По.JWJуясъ таках же np11e1&0J1 1 кuJt и 11 nре.~.ы:Аущех с~учае, хьr .кеrко 
поu•еА{, что nрз пулевых пarp:;sxax ycx.ua во всех стерsввх равны 
ву.1ю. СлеяоватеJJьво, задавпаа систt:Ха геоме-rрическu неиа•евяеu. 

214) ПО1'азат&, 'ltttti простраr1ственные JtOCmonce фер.•ы, .,,,0-
cmtJl#ННЬte на tсертеже 430, .eoJ!fmpwЧ«.Xt• нви.зJtгuам и стат~ 
опредеАммн • .Мостовая ферwа ире.r;сtа.ВJЕшпна ~а фпr (ci), по.1у"·ва п сет
чатой састеuы заvевоl .i.11aroRa.11в ас .Аоnо.1яите.1L811Х ouopeUJ1 стерапем. 
С..ежоюте.1ьво, ваша еwсте•а 11auQчae-r в себе .~••ь в~ож••ое час.sо 
сrерапей. J(u вк1евеваа rео•мрич ... ской u1ахевае11оств ciкte•w. 
1ОС1Ю1ьзуа11са сuособо• BJ.lelUJ. В:t\'J)~i&. ~paщuet. К }'U&JI Ь 8 ft 
rже все стЩ>а&в, ~р&•е ожвоrо • .иаат в 0A11ol Dlot.&08'1'8, заU1J•аем. 
Ч'1'О а стер~r.пвs аЬ • (с тсв.па раав11 uraa Паса 1rt0ro па o.:вuD!Ul1;;r 
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та - еообрааевd ПOC.leAOBILTe.ILBO моает бIИь ЖОU.'31.Р.О p&Aeltet'RO 
.8JШ уев.Ой в иежующ1а. стеравп: се, tk, de1, ei1l1, d1(1, (1~1. c1uJ, 
а1 Ь1. Ь~о· Отбрасываа все вт• етеравв, ваlже•, что просrра11С!'8евв1111 
ферu раtD&Ааетс.и ва Аве п.i'ocue раса:освве фермы. Равенство ву;1ю 
yca.sвl во веех стзраuх этвх ферх такzе .11erao моае7 быть· жо1азано. 
Зтм• хоwываетса .11 rео~етрвчееuа веивмеваехuсть sадаввой вак 
фермu. . . 

Сим-сх11. qpe,1;eтaueв.11U ва фвq.ре (Ь), uо.1учева vs еетчатой си~ 
стемы uyтew ЗМ14tВЫ А•аrова.1и l~ жопо.1вите.п.яык оuорнwк стержнем. 
Сlежоватf!.11tво, общее чи&;JЮ стеравеl JАОв.аетворвет условию геоке
тричесаl вевsкевве11ости и етати•1еской опреJtе.аимости . Чтобы iю· 
aaan. что мы здесь ве икеем A·n.1a ~ ИCJUll)ЧИTeJJЬBNM иучае11, вое· 

по.жьзуемсJ1 епособо11 нуJ1евых ваrрузок. Покааем, преж.-е все1·0, Ч1'О ори 
отс1тстви11 впеmнах си.1 уси.1ва в rорКЗ;)НТUьпых ооорньr:о: стераявх 3, 4 

.11 7 раввs ну.11>. Ди зт01·0 ра:sрешваем все опорвые стеорашв и соста
став.rае11 11охевт всех соотиетствующвх усuJ1ий отвосвтеJ1ьво вер'l:И ·: 
кuьпои оси, npoxo~щel череs yaeJI /. Иа соответствующего ур•ва 
раввовесва яаЬем:, Ч'I'О ус11.1ие в стержне 'i rавёiо нрю. Проехтируя 
'l~оерь ус1.1ва Р опорны~ стержнях ва иапра.uевu пЬ и ag, sг.uJ>~ · 
чаек, 'IТО в ci·epZIUIX 3 • 4 JCJUIUI так.а~ i>~ВИЫ иу.11>. 0бр&Щ"8111!1 
теперь к стерав.& kc Р. 11d. .Из ус.11овиа их раввовесu иедет •. 'l'l'U 
до.ааоы быть ра~sвы ме&АJ соб\)й уск.111А в uожурас1осах kl в f,·, <L 
также в no1ypnc&ocax hf и (d. Иit ус.аовиl ze рав11овеr.и1 узJ101, 1 11 ( 
с.~едует, что ив ус11ди.11 дo.a&fllil рз.вв•тьсн яу.1ю. Поме :·}Tot•o <'At.Ч't~· 
раа~нство ву.1ю у(Ж.лий 11 распорпах kc я JШ. Обращаясь теnt>рь к уз.1ак 
a,b,g 11 t', где в1;е стt.~ржн.к, ~j,iJJtt.. OJ(BOГO, .{P,&Jl.'1' н одной 0.IОСКОСТИ, 3'1JUIIO· . 

чаек, что в O'l'.!.e.IЬBO ваправ..1t>11аых стержних al, lЬ, пf и fi · уси.tи.П .. 
Jl,O.iallH равватьсв ву.11ю. lloc.ae этого за1.1ючаех о рав~нстnе ву.1ш 
JCllПЙ а ао.1ураскосах . a1l, lЬ1. g1( • fe:· Обращuсь к 11ерх11их ~·a;i..iк 
Ь1 и g" ваuючаn» Ч'I» в верхввх распорках n1Ъ1 в 1'1t/1, у.си
ва рав&11 вуJЮ. С.1едовате.1ьво, ра1>вы ну.но усилия и в про
чих стеравах верх11их ropB3011'1'8.J1Ьвwx свлзей. От6расы11аа все 
стержвв с DJJ1eвЫJ111 усв.1u11и. 11ЬI разде.аих вашу .систему на дuе 

oJJocшre фер11ы. .;Jerso uоuзать, •1то 11 i:тepzнgx этик фер» усил1: 11 
бу;tут раввн ву.1ю. Тuим обvш1ом может быть .s;~ка3аво раненст110 
пу.1ю yc•.r•t во всех стержнвх 33.ARBD' й прострапствеввой сиf'Темы. q':'O 

yitaэr.iвaeт па 1•сЬъ!етр11ч8с&уЮ ве113кевие11ость этой спстехы. 
216) Jlоказать, чт1.1 купола, предст.аt1Аенt~ые нti tc&pme:.iюu: 405 t• 

406, мднютсн icoмemp1iчcr.ю.i не1tз.•еняемы.и11 cucmtJ.lldAlм. Сuособо~, ltl\ • 
иечеввыя 11 3n.(a•1ax 1!19 w :?00, .1е1·1ю uoxaa.,... 'iТО nря пу.леnых ~.а
грузсах усu.11ня во гr.ех стержnях равпы BJD• С..qовате.1ы10, :1тu св• 
стехы rео111нри•1есКJ1 11еизмеuJ1е"1~1. 

2Hi) Показать 1ео1итричес"11О Ш'tl!IМ8utмocmь е11с111с.и111, 11редс111а· 
вАеНЖJй на ч~.Ж'е (.J/И). Мы ПOIЪIJПU х.1а э·ruro способом ву.ивu 
иаrрузо1.. В уз:ах Ь, 1l в { сХОАИТ<:а по тр1 стера11.1. уси.1ва 1 коюрwх 
u,и 1..1тсутствии ввеmввх CJU 6JAJТ раваы B)JllD. Oт6pa.CJDU все tт.а 
стераон, nрвАеи к треи yua• а. с а с, в ка.адом 113 хоrорн:х (i~· .1ет 
~хо.1,ит~.ев по ч~тыре стера&•. Ее.аа прияать аа ооь •омептов 11ерrк-



-136-

IEUJ.Bfl> .118881) пересечеввR D.IOCJtOCТel f1~1 • C1cd1, то .ler&O 80ааз&t'Ь 
р11.вевство вr.1» усиuй в стераве 11Ь1. TaUJr ае способо• .(о...е. 
равевстао BJ'JllD J'СUИЙ JI ef1 в cdi. Пое.1е атоrо в JSJax ·О) с в е оста
Ие'J'С.S .1вmь 110 тр• сrеравя, усв.1ия в которах, о.е••АЦО,' 61х1т 
JH\BBlil RJ.IIO. 

217) Показать, что система, предспювАенная на """'"еже (43.Э), 
~еометричсски изменяема. Свстеха эта при четырех y3Jl&:Jt ихеет Авева,1;
цаn. стера:вей. т. i!. как раз то число стержней, которое ав.uетса веоб
ХОАВ•ы• ,1,.1• обеспечении rео:метрвческой вевз•евяемости системы. Пока
жем, что зхесь 1IV ВМ4>еК де.110 с иск.пюЧ11те.11ьнык случаех .. Jl;.1.a sтor() .10-
статочво .1оuзать, что при: отсутствии ввеmвих си.1 возмоаио удоuетво

рить yCJ10BBJ1• равповесва всех узло11 системы, припав усв.11иа в некоторых 
стерав.ях .от.11ичвым« от 11J.1н. В каждом вз .уuов системы, JПl икее:~r 
по дв& <.'Тер&ВJ1, J1е&ащих в rоризоптu.ьвой n.11оскоств, и по дм ва
:uонвых к rорвзовту стержня. При отсутствии внешних сил раввожей
ствующа:у уси.1ий в rоризовта.11ьвых стержнях какоrо-J1вбо узJ1а доJ1жпа 
уравновешиваться с раввоJt.ействующей уси.11ий в соответствующих на
к.1онпых стержнях. Каа·дая из этих равнодействующих совпаАет с ц
вией пересечения rоризоитальной uJ1оскости abcd с . u.1оскостью, опре
де.11вемой ваuоввыки стержнями. На чертеже Эти .1ияяи nересеченвя 
дл.а всех уuов упаавы пувктиf)Ом. Рассм:отр1111 теперь стержни, схо
дищ88Са в ож.вок из уз.1ов, например, в узле Ь. Если предnо.1ожить, 
что в стержне аЬ имеется растю·иnающее усu.11ие S, то из тоrо уСJ1овив, 
что равво.tействующая уси.иий аЬ и Ьс должна я:ыетъ наuравлепие пт 
перпевдвку.илрвое ь: биссектору угла abr,. находим дл.Я стержня Ьс саz1t
мающее ycu.1иe-S. Повторяя 'fP же рассуж.11.ения ]!;ЛЯ узJ1ов -с и d, 
вайяеи в стержне dc усилие 5 и в стер;кпе а1Z--·уси.11ие-·-S. Это nо
следнее ,усиJ1ие с раст.яrввающим уси.11иеи S стержня аЬ даду-r в уз.1е а 
равнодействующую, яапра11.1евную по линии pq. Ра11подействующие 
)'СИ.Лий гори~оп"альных стержней в каждом узле :могут быть раз.11ожевы 
по направ11енняи нavouur.ix стержней. Таким образом д.11я данной: 
щюстранствеиной фермы можно u·одобрать систему от.11ичных от нуJ1н 
и вза11м:но у11аоновеmuвающихся усилий в стержн.ях . Это показывает, 
чтu задан пая система rеоиетрически измеuяеиа.. Легко видеть, что ин 
можем, уменьшая углы н:1.1лона плоскостей Тшс и ,qc(, сб.11ижать точки а 
и с. При эток узm Ь и d будут удаляться друг от друrа и по,'(.,,
J1атьс.я на.11. rорвзонта;rыюй плоскостью ocuonanиJ1. 

21 S) Доказать ~еоме1прпческую кеиз.л~еняс.лwсть системы, предста
вленной на чертеже (433). Пользуясь таким же приеъюм, как и в nре-
11.ыдуЩей задаче, .1er11:0 покажем, qто знаки усилий 11 стержпях аЬ, 
Ьс, .... до.11.zвы черi!J1.Оват1.сJ1 . Если прян.ять уси.11ие стержв_я аЬ ра· 
ст.sпвающим, то в стерапе Ьс будет сжатие, n сd-рs.стлжепие и т . ;i: . 

.Цойда :.о пос.~rедяеrо стержня a.Q. найдем 11 пем р11стяrивающее усиJ1ие. 
Обращансь теперь 1t узч а, вахо)!.ИК, что равновесие его возиожнс 
лишь в тоv с.1учае, ес.11и растяr11т1ющие · усилия в стержвнх аЬ и ag 
равны ну.ию . В таком сдучае 11 ну.1~ обратятся также и усиJiия про
чих стержней, что будет уuзы:в11т1 . па геометрическую пеизиеняемость 

систеиы. 
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Сра•...- с•еоrе•ы. ире,\еrаuепвые ва чертеаах (•32) в (433), 
1au»11&e•. ~о сущее'!'веввое раэ.111Пе Me&Jty вими заuючае·rс.я в 
'1'0•, что а Перво• с.~учае rорsовтuьвые стержни образовывают ывоrо
уrо.1ьвв& с 'ler&WI ••е.10• еrоров, а во втором с..1учае-печетвык. Пра 
чеmом чвие сторов воакоаво по.~tобрать усиJiяа· я стt!ржпях таr., чrо 
буJ;ет обеспечено раввовесие всех уЬов при отсутствии внешних cпJI. 
При нечетно• чвс.ае сторон уси.11ва во всех стержнях прп отсутс'l·вии 
внеmвих· си.r .и;о.rаяы равняться ву.11ю. В первок (:.11учае имеем сиете•у 
rеокетрячески взмеваекую, ·а во втором с.1учае - гео)1етри'lеско ве

изиеваемую. 

§ 57. Расчет пространствевкых систе11 способом непосредствея
воrо ра.апожевия. 

Способ опредеJ1евия ycиJJиl нутеu пос.ае,;;овате.1ьноrо разJо
жеввЛ: особевво удобен в nрименеnви к расчету пространствея
яых систеи простейшего типа. В Dтвх системах каждыn нови&t 
узе.11 uрисое.1ив.яется при помощи трех стержвеu, позтому посдед

вий nрисоеАИВевпый yзeJI буАет иметь то.11ъко три стержня, и есд11 
к ys.1y при.1оzева · Jtакая - либо внешв.ян сила, то усизИл в этих 
трех стержнях могут быть на'йдевы: путем раsдоженип силы на три 
вапрамевил, пересекающиеся с ней в одной точке. Опрщедив 
зти уtи.'fия, \IЫ отбрасываем рассмотренный уsед, п действие от
брасываемых с1·ержней заиен.Яем соответетnующим.и силами. Пос.1е 
этого обращаемся г. узл.у, присоедипенвому к.системе предпос.1ед
ни11. Посл~ отбрасывавиJI стержней пос.щ~nеrо · yЗJia, в предпо
следнем: уз.1е останется .'IЩПЬ три с'i·ержпя, усилия в которых 

легко Ji1oryт быть пайдены путем разл.оженил си.11ы на три папра· 
влепил. Таким образом, рассиатряван равповесве узлов в порвдке, 
ооратном порядку их при~оедивепиJI при образовании расс.матри· 
ваемой простейшей системы, мы длн определения уси.'Iий в стерж
нях каждый pas должны будем решать элементарную за;щчу о раз
ложении силы на 'l'РИ ваправ.11~1шя. Возr.мем, вц.пример, сисrе:ыу, 

представ.1евную па чер ·rеже (434): Определение уси.'lпn вачипа:еи 

е ума. 9, где сходятся .шmь три стер11tвя. Fазлагап си.~1.у на три 
соответствующие uаправдевпя, найдем усилин в стер.жнах {9, gd 
и ,qe. Теперь переходим к уз.1у f. Заменяя д~йствие стержнл f.'q 
соответствующим усюrием, оПатЬ будем иметь лишь три стержн.я, 
усил.ня в которых найдутся путем pfl.ЗJIOЖfHИЯ силы Q и . усилия 
f..q на соответствующие три па.правлевпв. По.еле зroro переходим 
к узду е и ;r;алее к уз.11ам d, Ь, с и а. В каждом из узлов при
дстсл выпо;шить известную уже операцию раs.11.оженил сн.1ы ва 

три Заданные направления. 
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В 11ачеfтве Еrормо пpuxep;i расс11отрн11 oupe-.ie11Jre ycll.ld 
• стер~кялх купод1с сисrеыы IПвe.s;:repa, пре.-стr.uеввuх :ва .,._ 
,-eux .~405 11 406. О6е эти систе•1ы по ч11с.1у стерzиеD .aunm:a 
стати'lес1п опре~е.tвыыхв, тatt ка1' оп11 по~учаютеа из ееnа

тых. c•rcrr<>:v 11утеы sa.ыcnLJ трех ~пarou:i.1en верхнего шестауn~.~ь• 
пиша. и .. трех .1tnaro11a..1eй 11 шести стороп нижвеrо mecrвyro.ii.ввx.'\ 

две~цат.ью ,1;опо.1няте.1ьныuи опорпымп стержвя•11. Б11есто шести 
oaoptnJx тержмй, ыч 1131ее1( з11:есь шесть uеп.о~ив;квых опориl.П 

IO~eL :JH\'2;).0U l!S I><.ТОрЫХ -СООТВ_етствуе·r по:: трЙ ОПОрВЬlХ стерава • 
. РА!!~)lот-ри• снача.1а "Jот частный иучаil, · xor,\a 11О веех 

ys.ta:& u.ж~oro Jtpyca nриJо.епи p;(oпatto.qыe· вертиПJьвые ев111. 

Прв . э1'fili ,-сиыuетричпой паrрrзке · уси.1ия: во . всех с:тер-.квах 110-
.1учаЮти ,Q:6бевно пр0стn. д.:п ·этоrо Аоста.точно рассмотреть .tвmt. 

· уз.m, раа~:о;J.ожеппые по 0.1.1to11y каком-у-лнбо .11ериАваву(чер. 435). 
llpeж;'te ~L'O П3 ус.1овий сдJ1.1Jе<1'р11и <1&1>.1ючаеы, что в ;r.naroua.вnx 
Jсвзиа iiy~yr ,pauuы ну.1ю. Ис~~а И3 этого пре.11.по.1о;кепил, М:J.( 
~ожем оп~е.нm. усп.н1л во вее:с стержпJtх так, что бу,11ут удо

fl:tетворевw у:сзоияя ра1щtвсси.я aaж.1toro )'З.JJa. Tas ка& вашr.. си
с1·е11а по чве:rу стержней сrатвчес.и 011peдeJ[BJ1a, .то чис.;о ур-11й 1 
которые }{Оrут .ciъrrь состав.1евы Дj( onpc;s.e:1enв.:i уем.11иА в c1·ep11t' . 
впх, раuно чии~ 11 сизnес1·uых, Jt то решеппе пх, которое кы по· , 

.l}''IИN~ 11сх11дл lf)J пnе1.11u.1ожспил ра.вепсruа. ярю усuий· ~ дм. ~ 

rова.1пх , будет е~;11нrпн:нпых uозможuы:u и, с.1едоаате~~.во, соот

ветсrвующюr ДCЙC!f llltTP.JЬПOCТll· 

Опрr .t~.11ение уси.1иЯ 11:~чпеУ с верх :Jer1) уз.1а а., rAe nри.~о
аева ве1)ти11аJ1ьвr.я c11J1a 1'1. l>азза1·аа эту си.1у на rаправ.1еиие 
аЬ JI ropniюilтa.1ьuoe ria прав.11.t~пие, по;rуч11ы ускJве R1 (фвr. с), 
.-ell.err1y.к:нцee · u nер~:нсм стержое riu 11ерид11апа, и равво~сfi
ствуЮщ)'Ю Н1 yeu:шl 11 .сходвщихсн F. y:.:..ty а rGрnовта.1ьпrн 
ttержвях Bt!p111cro пояс:~.. Теперь оерпо;t1а11 к с.щ1уwщсыу y:uy 
Ь мериJ.капа . ДлJ1 ясrо J1Uешви~ш с11.1ами буя7'1' сп.1а Р2 и }'Clf.tмc 
R1, П(;рt>даваемое стсржве11 alJ. Раз.1аrаа 11х ра u1юдеi1сruующую 
ва 1орнзоnт~ьвое 11аправ.1соn·~ стержпл Ь1: (фнr. 1:), паfiдР.11 сжи
мающее ус11.1ие 11~ 11 атом стер;sне 11 равu0Аейс1·вующую Hl 
в :еоответствующ11х 1·орвзоuта .1ьоых стерzпл.х. Точuо та&жс аз 
уе.1овиl равновесии уз.m с: пai1;te.u ус11.1иJ1 Л3 • H:i· Накопсц, 
ра3заrая в у3.1е tl уси..1ис R 3 ua rоризонта.1ь11(}е и ueptикa.•Luoc 
ваправ.11епи11, 11аRдем rоризоптаJьпую состав.1яющую ooopвoit 

реа1щвu Н. ДJа: по.ччеии.я Р.ертика;1ьооА состаu.1яющеit r"' тoii же 
реа1цпи, вуж1rо к вер7пка.1ьвоn состав.т.11ющед Ji'J nрисое~1111вт1. 
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еи.1r, pa•llJIO • прм110 nротивопо.10~.8J.'О вц.а;руз&е Г,. Теп~рь ;Ua 

118tJ'leDJll OCТ~JЬBJilX . )" СИJIКЙ оетаека '!!8ЬМ рk'IО~ТЬ CltlW . .81, 

Н2 и Н3 ва ва.правJt пня соответсr~ _111t'~рJ1зоятат.выж сте,раае.R, 
что в BtiJПO.Jfl€ПO П& фигуре (d). 

ОпреАе..евие ycвJнit в crepaux ч-..ов ШвеА.аера мu tf'<.Jl&

·aeк в.wпо1в11n. пр,;1 .1to6ol ваrрузке. ее.аи ~буАе" уъ~~ть в~т.» 
вти усв.1ия а с.1учае- вагружеви11 OJ_пoro 'J19.1th&o у3.1а. ПреАМ%0'" 
:rвх что ямесrм верти&а.1ьвал нагрузка ;в :Уз.1~ ..А. (черт. Ш.5 
и 406 ). llpe-Жie веt'ГО оrбрасывае» стерsаи с ву.ilt::вuми 1и~ 
J1ивм:п. Пос.:~е ~того оетавутсв .1ишь crepжn, 1от11ечеввые ва. '!ер
те.жах zврвы.uи J1ввяцн. Уси.JJия в эпх ~вах nl.-утсв ПJ• 
те• пoCJeAOJl&тeJ'wroro раз.1rоженвв. НачиВАI с ,ua А, uы кaz;u;ui 
раз uужем встречаться Я!И с на•&чеl о раио•nип св.1w на тра 
ва1фаuевва, ве .1ежащие в одной п.;zоскости, uи в& АВ& напра

uевв11, -.1ежаm,ие J одной пJiоскоств с. pas.iaraaoJi си.101. 
В ])&сскотреошп хупо.tах мы .upe.a;пo.1arua .111шь ОАЯУ си

етеку АИаrовuей. В жеitствите.п.вости в мж.-оl а трапеций, ва 
хоторые разбита поверхность купо.1ов_, распо.1аrаетеJ1 обыкновенно 
по ,.;ее вsавкпо пере~рещпвающихсх АИ&1'0па.1в. Таsях образом 
JIЫу•аытся свGТехu по чвс.1у стержней ста"n(ЧееИи веопре1е
.1икые~ При расчете втях систем обыквовепво уороJЦ&Ют saiaч)·. 
исхо.-н из предпо-J.ожевив, что ,1.иаrона.ш облахают шы1а иа.10й • 
жссткосtью в пе хоrут воспринимать sвачительвых ежи:кающих 

уси.1вА. Превебр~!"ая этJWи сжат1щ11и) tохравают при реmени& 
sа.1ачв JJвmь ту систему _.иаrова.11еt, soтopol соответетву~о.т растя· 

rквающве усп.1пл. Таквu оора3011 DplllOA/IT к nаескотре11В11• шmе 
статп11ес:1в опре;~:1ни11w11 системах 1). 

Задачи. 

21 !f) ОпредеАиmь ус1t.щ11 11 стсржнR:t rсрана (-черт. J-86), осgщt
сrм..енно~о tJ вмдt! _.,,рос111рансrмц1ной фермы. ФepJia эта nреJ.Став.1ает 
собою сетчат}-ю cactlt!Jfy, • Ii•"loиy. м:ы сразу коже.м: с.1.ела'l'ь заuю• 
чев11е, ч-:о чвс.ю ст~;акей ~ равво ТО•J, Еоw1юе веоб1оn110 ~ 
~P11na reo11eтpв11ecwt веwз11ев.11е•оетх. Onpe1e.ie11иc уси.1иl вaч
llfl); с ,ua а, r.ie прuоаев& BRt>ШBas са.аа Р. У св.1111.а " cxOJ.JIЩHXCA 
1: зt0•7' JUY стера.ах -aaby"ts 11ут~аr раuоаенв• c1.1w Р на тр• va
ttpaв.aeвtм ah, ас • ad. Or6pac~вaeJC эт1 ct"epu• и ,1;ейетаие их ва 
~-- ----

1) В e.IJ'lao раеа.отреавоn Bi11114' ar••crpu•вoй ваrр}'ЗJШ 1;y110J:i О\'1е св· 
dUN A'tlal'01Ul.tel paliorUiт на саатве. При .uol &еспост• 111aron.reii 110•&0 
11реаебре•r. aocapвa1111IU!Jlllв11 uмu .сz11м-.авв ye11.111a•u, и тoria aw up1xo
A•• & 11a~u:a;1111 ... , awue ре111еа11»-



осталы1ую, ('истеку :Jaueuиu соот11етствующи11и св.'lаuи. lloc!e зтоrо 
в у:~лах 11, с и 11 остаu.етсн по четыре стерам. И3 иоторых тр11 лежат 
в одной u.111)схоет.и. В 01·лельuо наt1равлеuно)f стержне :каждого узла 
уси.tие може·r быть найдено из ур-ин равновесиJJ, которое nолучаетсл 
ll)''l'e)1 11роектироnапин всех. приложенных к Э'fому уз.11у усu.1ий на на-
11р;~u.1е11не 11ер11евдикулнрвое п.~оскостn трех .пру1·их стержней. Опре
де.ни~ таюо1 образuм уси.1ин в стержпnх l1c, ('ff и Ьd. мы теперь можем 
найти уеилил прочих стержней, сходнщихсп в уз.аах 11, с и d. В том 
ж11 порлдке может быть проиsведепо 011ределевие усилий и в прочих 
стt>ржннх систеъ~ы. 

:220) Опреде.мо11ь 11с11.1и:1 в стержня.х к11ана, r~редс111ав.tенн010 на 
•ц·1Jmсжс (.J.!li) в аксонометр1~11еских " 01ппmона,1ьны.J' прое1-щиях. Легко 
11идеть, что этот крап uредстав_,нет собой nрос'l·ейшую систему, при

крео.11енную к зем.11е шестью ооораыми стержанки. и потому оuреде

.1ение стерsаевых усилий путеи: 1~оследоnате.пьпоrо ра:моженю1 Ht> 
вс1·ретит никзких :;атру,11:неuий. Особенно 11ростu решается :щдача. есАи 
clfлa, приложеuнан R р1ле f' (фиr. а), рас11олагаетсJ1 11 uертикадьцой: 
плоскости сюо1етрин uce1·0 сооружении. Об1)ащаясь тогда 1t uроеКJ~ии 
с11стемьт па эту ПJioc&oc'l'J. (фи~·. Ь), определнеы соответствующие ус11.1иа. 
как д.111 11лоскоit фермы. Та1tиа1 образом найдутся усилиа в стержнях 
y1l и df, .11ежащих 11 u.1оскости симметрии. ДJJя с1·ержпей вак.11онных к 
этой плос&ости ыы под~ qим . при этом: ::111ачепи11 раоuодействующих 
усямай дл11 каждой nз1>ы симметрич r10 расположенных стержut•й. так 
как н:~ j'с.11011ий сю1ыетрuи 11t>пос1н•дстне1:но с.н·;~ует, что эти равнодеil

ствующис Jieжa·r в 11.чосs:ости симме1·рии и щюек·rируютсн (ie3 uска
жевиn. Д,1н получеш111 ~·силий останетсн то.1ько каждый раз раа.южuть 
:пи равнодействующие ua два соответствующие 11аправ.1епип. Наконец. 
чтобы щ>.1учить усклил в 1~тt>ржинх, uероевдикуд.арпых к пдо1:кости 
СЯ)tметрп11. 11риА,ется сделать соотuетству1нщее разложение в 1·оризов

талыюй плоскости. П д11з1·она.1111 /11· усилие будет равно ну.аю. 
Обр1\тuыс.11 •renep1. к ТО»)' с.пу•1аю. коt•да приложевпаа в уз.ае !' 

c11Ja ш1еет 111ю11зво.1ьнut> uа11равлевие. Эту си.1у ъ~ы ncer..1.a можем раз· 
.,ожитJ. 11а .11.01' состаu.п11ющих, nз которых одва будет .-.ежать u шю
с1t0сти сюо1етрuи t•oopyжeuuн. а другаn брет направлена перпевд,н
крщню к 3tой 11.1оскоt··rи. ~·си.~ия, вы:}wнае.мые первой сос1·амлющей, 
11айд}·тс11 с1юсобо)1, укn:~:ш·пыы выmt>, 11 паu остаетсл рассмотреть .1иmь 
ус11ди11, n1.~аы1щемые 11 стержввх систеш.~ силой. пероенднкулнроой 11.ю
('1tостп с11и»еТJ>1111. 

·начnt>м с вьiи1·u~ним тех сп1ржвей, в которых 11ри этих усдовинх 
ycnJJBJ! рnвны п1·л10. НрежJе все1'0 11оцаже)f; что .,11..1н расс111атриааеиогu 
случан uагрузки равuы пу.'lю уси.1ия в опорных стержнях 1 к 2 (фиг . а). 
Разрезываем все шееть оuорвых t·ТРржпей и вЫбuрае» за ось •омен
тов .1ив1110 lm, пересекаюшую прочие опuр11ые стеравн в пара.1.Jе.11ьвую 
ввеmяей rи.1е. Из соотв~тствующеrо уравзекин равuоsесил зак.11ючае11. 
'1ТО если усиJ111л 1 и 2 от.11ичuы от ву.1111. то· их равво;~.ейс·rв} юща:1 
.з.о.ажна иметь ваорав.11евве uapu.1e.11ь11oe iт. :3а вто1)ую ось моментов 
выберем верти1аJьвую аинию, проходящую через { и nр~дtтав.111ющую 
со!iой, каЕ это вяз.но и:1 фигуры {с), .iииuu uepl'ct>Чt'ИЩl il.:юскостей 



ODOJNlllX стеравеl З, ' • 5, t.. СоотаететвJl).цее ураввеаве 11011ев'l'Uв 
пр•ао.1;п :вас к заu11чев11ю, что равао.1;еlствующаа усw.пй 1 • 2 ,Jto.1aua 
равватьеа ву.аю, ие,11)вате.1ьво, ву.1ю равны и nи yclUll&. В тuо• 
иучае li остuьвwх трех стеравах 10, 11 и 12, схо,аащю:~ в уз.tе g, 
ус•.1иа таuе .1.о.1авы равватьс. ву.1ю. Из ус.жови.и раввовесиа ys.11a /~ 
rде BBeJПBU CllJI& .rеsит D ОJ;ВОЙ Р.JОСКОСТВ. со стерЖН.ЯJСИ 14 и 15, sa
lt.llIOЧaex, что усuие в ОТ;1.е.tьво вапраuевпоr с.тераnР 13 бу JJ.eт }>авво 
ву.1ю. Такое же заuю11евве с.11.е.1аек отвосите.1ьво стеравя 7 па осво
вавии рассхотревиа уз.~а а. Отбросав стержни с ву.11евы111и усnлииии, 
обращаеwси теперь к опре,1е.1еввю усв.1ий в оста.Jъвых стержвнх си
стемы. Свачuа опре.1.е.1и111 опорные реакции, возникающие в точках l 

. z т. Реаiщии эти, лежащие в вертоUJJьвых п.11ос~<ост.ях 3, 4 и 5; 6, 
уравновешивают с11.1у, при1оsеввую в точsе f. Очев1Jдво, этs. точк11 6г 
.11.ет общей точкой i!ересеч.еви.11 11ce:t трех си.1. 'Гакюt обрn3011 оnрt:д.е
.11.1н:тса яа11рацение реакций 1 в m. Горвэовтu:ьпii.JI н :вертюutльпа.н: 
nроекцни :1ти:: усu.ипй вахо);атсм !18 черте•а. (d), г.:1.& Р-·uриJ1оок.:;зшн1 
н Г в1:ншш ая си.,а, перnел,1и11у.звряан п . .1oc10C'l·lt си111fе'11жп сооружен11я, 
а на11р&r1.11ЧШ!I /1, -r.1 и 12 uapa.ucAЫIЫ папраыеnияи l1 {1 в ш1 {1 фс~ 
rуры (i;) и иаправJlеют l2 fz фпур111 (Ь). На. том же чертеае, проне
дн~rом .i!ИНИИ, П8JillЛJIC.AЪJfOЙ JIBHIOI. 8t f~ фигуры (l>), В&ХЩЮ( ПрОеJЩЮО 
}'СИJIИЙ R стершнях 14 я 1 ь . На ф.мrуре Н pauox~mtt:Jlt реа1щии l пай
девы rорвзов'l'UЫiаз: и вертика,11ьвu проекц11и у.~щ1ий в стержш1:1. j 

и 4-. Та1tим же обра~ом найдутс.я уси.rпа в стержн.~1х 5 и G. Теперь мы 
можем· u~ре!jти к yuu с и е, rяе осталось лишь. no три стержня с 
нои?.ЕР.стны11:и уr.uилми. Соот11етствующве постvоепил :зыпо.~пеньr ш1 
фигуре i1. Вер1ив:11.'llънал uроев:цив соответс'!·ву~щеr() мяоrоуrольпи&а 
еин лв.жветсл общей ,X:Jla (lбоих умов. Горизонта.яь!!ал прое&цuя, распо
Аожевва.я выше, относитсл к ys.1y с, а друган--& )':JJJY и. Напрамеиия 
:все в3вты. вз фигур (Ь) и (с). Построение прое1щиi!: соотвР,тствующего 
:r1п1огоу"ОАЬПика сид эдесь уnрощает<'.в nсдедствие того, что направление 

стержвJ! 18 перпепдику.~ярно 1t ПJ1Gе1tости прое1щий. TeuepL нам остается: 
найти JIИШЬ усилия в стержнях 16, 17 и 9, что может быть выпо.ше
нr. па основании расс:11отрепия уз"11ов а и Ъ. 

:г.СJ1) Определить ус1мuя, l/Oзнu1taющ1it в сыержнях J.:ynoлa !Лвед
л.ера под действие.м сил, rtрuд()женньа:с в трех последt'вате.~ь~-:.ьа: узлах 
ка:Ждо~о кол.ща и напран,1енных в rxJнy точку ('~.ерш . .J38). Определение 
усилий начинаем с узАа а. ПрЕ.иоаеввую в этом узле силу Ра рамож.11я 

па две составJ111ющих, одну из которых W а ваправви ·торизоuтаJlьво 

(фиг. Ь), а .!(руrую Q4 ваара!lи1& по стержню аа1. После &Т()ГО гори:~ов

тальпую COCТIBJIBIOl'{YI> W4 , В СВОЮ очередь, раS.<tОЖИЪ. на направ.11еUИJ\ 

горизовталвы:i стержней QJ,, . ,,fl/. ОоотавJiающал, паnрамеп.пал по 
af .!(аст &ам вепосре,;стве:яво yeir.1иe 11 irrox стержВ'е,· так .)!aJt прочи.н 
си.:1ы расnолагаютсн J3 п.11осsости atr· ЬЬ1 , за-к.1ючающей все оста.rr.пыЕ' 
стержни. Тек ае путех :мы пахо.в;ии ус•J1ИЯ и в прочи;~;; стержнях 
верхнею' аuлы~а . aЬcdef. Пос.1е етоrо ее&ас. u ио:-ут быть nr йдеnи 
уtи~и.я и в остальных C!'ep&п.trx верхяяrо .1руса, так. как в :каждом J"\ 
верхних уз.1ов О(:Такетсл .11пш1. по два СkрЖИЛ с иеизнестню111 у~я-



....... Вор11•ер, r.u yua о вasaecтвWJl'IF Dlm:8 JaLIU • аа1 •• Coerau•_.• Q4 аере.uетс. вноередttвеае ·CRI. - •41• Что ае u ..: 
tаека r.oe'IUUl)JQ;el. 8К81)Щеl UDpu.ICB8e tJЪ . • yglll8 1 еrерам-6, 
то .,. рас:аютре•n 7ua · а обе этв сuк DP•Н'ID" раuоаат• ва. ~ 
ираuепа u 1 и аа. а o.1ocIOt.'1'8 rравк аа1 hh1. ,,,__ R)"le• вalAf'l• 
fe&111a • сrераве аа1 и а .1.1аrовuв 41. · 

Окре.tе.пР JC1U11.11 во всех стераuх вepuer.e &pJQ, oepexo.Qlf. 
к. ~· ...... а1 Ь1 '1 da t1 f1· з.-есь DP•AMU DP8R&- 1О 11••апе 
ве 'l8.IUO еаа1, врuо•еввме в 8"11Х JU&f., но тааае. а нй.r.еввые !&8 
JC&IJUI• 3Uеuющие .1;eler111e стерааеl: верхвеrо .apJU. 

Тц яup1111tp, при расси01'реввв Jc.1& а1. 1рои· CUJil Р41 в~~ 

ЩNDAn· aG 8UJ1авке jе11ш в стер&11е аа1 • в .1.1aro-.. a.J. С св.иl 
Р 4 r • ftJUDlf стР.рsвн ·аа1 nocтyuaex тааа, u.a о clt.ld Ра в YЗJlell•· 
Что же ~ уси.1ва в ж.vаrовuи а1 f, то ero раз.1аrаг• на ваар
в.1еиае а.1 / 1 и наuрав.аевве аа1. Усв.1ве в стераве 41 fi. ао.1ы1а а1. Ъt: 
с1 de er /а еоGТШ~ Kil чмuрех c.aaraeиws, из rо.1ьао ~ иal,xeв111tl, 
соааияю..-• в 1taupa1.1eвмi а1 /1 усв.iв• .1.иаrовuи а1 f 11 из -.среж 
JCwtd, 11i311В1811WX соотвметв~вво св.юА Р41 , ус11.111е11 стер&ВJI аа.1 -а 
rocтaaJU•Dщel усuил. а А•аrов&.111 а1 f во оаораа.1еви11 aai. ~iтв тр..· 
уеи.е·а п.Ьутсв тек ае пrrем, а.к втu мы Ael&JIB при pasнcaaJUr•. 
усwш етерап.а а/ верхвеrо JW.u.цo. Повтор.аа тuое ае раз11оаев11е во 
всех yuax иаоrоно.11>в11а. 41 Ь1 '• di '• fi, мw ваАJ.ек ycuu ве всех 
el'O еnрав.а:х и no{'Jle этоr,о 11оае11 ори'с:!'fпить· х опреJJ.е.1еаив уСJr.11ий в· 
npo••x cтep&J1J1x второrо .аруса. 

2:!2) О~ареде.а.ит• yt'IUuя, 11ызwt1аемw t1 просп1рt.1нственной ~ 
'фqме {tf.epm. 4.':?9} .tьpti10НtlIO.JЫIOй CU.toU в. Система эта по.1учева на 
ееnаюа 1..11еТеJ1Ы путем вiеАевин вхес1·0 .1.11аrонuи ed1 ,11,ооо.1пИт-еnвеrо 
OliIOf)KOCG C."J'eP&ВJr- По ЧИСJIУ стера.ней, с.щ1,о~тте.1ьво, сие.тем& бf.lte'lt 
cnти1teesa ~'1;8.&uoA. Отliети111 прежде всеrо стержк.И с ву.1евы11н 
JQrJJU••· Иа расс11отре1t.,а ys.1a d, rJJ.e все стерж.ки, кроке oiвoro1 
.1e~·r в OJUIOЙ uос5'к..'Ти, 3auюue111, что в отдельво ваорав.аеввох 
сntржие d усв.п:е буJ1.ет равно ву.11ю. На тех же освоваииах sак.1ю
чаt>•. чrо вро. бу.ж.ут 1н~вмт1.сВ ycиJrH3 в стержне е 1 d1, d d1, е е~· 
t1 f't, 1!'i .ti и с; dr. 06ратпса теперь & уси.1u» в опорных стерааях •2. 
3 » f). llept!JE'3$1вaв оuорвьrе t."lepa11н 11 проектируя все прв.а:оаеввые 
к сооружю11ю силы. ва иаправдЕ:'вне ае, вайJ,ем, что JCR.IJle в стержне 
3 рuво пу.n>. 

ПpDeJU(.11. теперь спосо6 •011евтов и вьrбирu за осв моментов 
.11111-..11 аа1 11 сс1, вай.:tе• ..\.1.11 стеравеА 2 и 6 сж.виающие уси.1ва - н . 

.tCost. OupeJ1.eJJи11 теперь уск.uа в повересrяых свазu: системы. Из 
yc:JOВll• раав.онесна yua ]i uЩе11 J(Ja стержвл .f1 с1 са1111а1Ощее уев
пе--Н- ПОСАе 3тоrо из условий равиовесва узлов с 1 , а 1 в Ь 1 , ваl,r,ек 

н · 
в ~ране n1 С1 растааt.>Вие, рапное z,;;; в етераве n1 ь,-с:аати~Н; 

. н 

в стерапt а Ь1-раст.1rаевве . c,;j~ : . Ия ра1вовес1а уа.1ов е, с, f и Ь ва-



..- ltS __.. 

п~а• в: ещапе- с е-раст.и•еаяе. ра11Ме ~, в (&-аи.т1е p&8JI08.-
R Н · . Н z• в;Ъ--раuzевве !JCos.,, и. ваковец. 1t ~•иие--fi" . ОареАе· 

.l.llll' такиJr. о6рuои уси.1иа в c~asл:r,, " C»JUDI ,а:а.tьвеЬаl ~ :а 
011pep;e-.RtfltIO. JёGИЙ В ЖВJХ DJIOCKП фер11'8Х. 8Ц Жelt'1'18611 ew.._ ~ 
i.allllЫx в11; Wpt'etn. 440. Пос.tе sтGn> •twJТ бloJ'l'ь nlжюtu yeuaa IJ 
вертцаппы1'f> опервuх стеравах CИCle!f.lit'- То ~с'fОие,п.сn&, 'fro. JЩ 
пыучаеи иа: всех. С'Iерапей воо.п& &!Jpe~aue уех.па, !~ 
ва r~ll' пеизмев11ехость eщщwlJ!~ 

229), Оilf!едсАиmь·уси.•ия, ~· tf ti~в~ei ~ 
ферме. (~· Mt:}. юризонтаАънымv eiшJ;Jш" ~емн,.,,..и к ·~Nalf 
уЗАам. СИсте•а; вm. 1101учева·· JIS ее'Аа'Юi: систекы oy·rev sамевы даух 
ве,а:Оt.1'8ющв.х: АИВrона.аей верхней а. nвzвei· rрапей Jщука ,1tо~~о.~rа11-
тыьныхк. ооорпвиR стержп.аии. Pllcчe11 ва11:ив11еи с епре,1\е.rеяа.11 уси.~tий 
в CJШЗJIX" со~,1\11шr11щ11х. r..mввые nстовае фермы.. На осяовави11 рас
смотрениа ув.~ов k 111 h. r.JJ;~ вее етерави.. itpo11e ОАRОЮ. .Jеа&т в o:POI 
UAOC&00111f; SliUIOIJaeJI, что в pacnupxax f.'1J; • . hc JCB.JJUI ДO.l&m.I paDПBTbl'JI 
ву.111>. Теnеръ: . ив• ус.10.вия равповесвн рап с~. g, d, е, Ь" а зau».'f&e•. 
11то ву.1ю .J;!JJIQK: раnвнтJ;сн. }'CllA1fJI' ВU' веех стержuх пиаиих cВJlЗel • . 
llepexo.a;иlt. те11ерь- и: верх:ви:аF соаз.аж. И3 усJЮВий равво11есиJ1 уз.Ю& h1 
и ki заuючасu; ч:д6' в . i)acnopкax h1 с1 и k1 lтi J(ейnяует CIUIUDЩee 
усилве-Р: Р~сс:катрива;н теперr. J~JJfll: с1" g1. d1~ fr и er, ваit'дек в ~-

Р· 
аr«>вали с1 g1-растажевие Cos:i., Jt-paetropJre f1,d1--ei&Aтиe-2P. ац-

~rовuи d1 ft-растнsевяе ;~ , в. распор1tе f1 e1-caa'i'Jle-2,5P, в 
' . 2;' ~1! . 

;а:ваrоuади fе,-раетажеиие< Uotfi " Дцее: И3 раес11отреаин ·yuoD bi~ l1• 
' · . . р 

а1 sauюnu~ Чll'.O в' :.-.rова.111 Ь1. l'i Jt.,rктвJe-r pacтaaaellie: ~-, _ • 
· 1 · 1' 5 n . . .,. . 1.5Р 

расворже· •· ах--::-саатве-: ~ ,r· и :в: .uarouuк «r .~-раетJDUИИе--~ • 
Опре1.е.1ив мtu обрно11 ycua ве всех е;rерzвп. c&13el • . ..., своЦJI 
за.а:аq к: paC11e'fJ- ХВ'f:Х :o..reeus- фераr, усuиа. а crepaui IO'IOpJП JIO

I'J'f 61~Ш'Ь 1iJ1Ьftll!I беt !ICUИ SJ!rPJцeвlli. 
·'224).: ~:&~. JetUU в; ~рсна првет~ ~ 

ферм. •. преrJсмшм:е~ ма- .,,кеиее 442. Jlercn вцеть. '1ТО эта аста& 
хоаат - бЬl'rь. пе-qчев:а из: cenu.I. ntte•a к uеет чис.1u- етеравей; 
веоб"sо,,;IНЮЕ: .iuur· adeae"JeJtU ren~ol аевахевлемос:ти. Ru w 
:в lфеАЫАJЩd за,р;~ оuре.и.е-.аеам JCV.1d с:ле.1;.уеr начать со стер.вей 
с:вааеА- ~. ~ paa(S'Jl!l'.1, CИC'l!*'i ва Nie: шr.оспе фермы. · 

§ 68. Р&Ает ~с.твеuнх енстеи пrrеи раапоwеква их 
· n внеnе фер111ы. 

В та. ~х, :к:О&-р проеrравствевuаа система. заnюЧМJ 
Jt1Jmri. вdхщвпе етера.., чвао yp·•I ~хп, хотор11е ...,.т 
&an еое:rаuевя ~ оире)(е.1еmrя уси.1d: а сrе_ржвях, равв•еtе• 
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чвму вевзвестных, и пото:uу вопрос об опреАе.JJеиви усилий, ес.ш 

. пет какого Jiибо исuюч:Ительвоrо иучав, ,жоJжев по.1учить OA110-

sвaчF1ne решение. Пре,що.11ожв:м, что вам удалось ваl':'в тasyio си
стему ycir.1иA в стержнях за.жанвой простраяствеввой фермы, при 
ttоторой собJ1юдевы условия равновесвв всех узлов. Тогда, в си.~у 
выс1сазавноrо выше сообра.жепи.я отвосите,1ыrо ОАноsвз.чвсстп ре

шении., вайденвал вами система. усилий и представит собой еАив
ствеввое возможное решение задачи. Особенно uросто .uожно 

найти систему усилий. удовлетворяющих усJiовилм равновесия 

всех уsдuв, в том сдучае, когда задаинан простравствевназ система. 

образована таs, что плоские rрани ее представляют собой ста

тически ОП})еДе.JIИМЫе ПЛОС&Ие ферЮ.I, уsлы КОТОрЫ.Х, paCПOJIO· 
женные пс ребрам, нвдлютсл общи1:л ддя ферА~ двух соприка

сающихся граней. 

Возьмем, например, систему, представленную ira. чеJ.~теже 443. 
Система эта. составлена и~ статnч.ес&тт определимых шюских ферм, 
расположенных no граннм nрязмы. Подобного рода систекы nри
мевs:ютсн при: постройке газгольдеров, десов -и т. ·д. Для оnреде
.1енин уси.'1ий, зозв.икающих в стержнях сисrеыы под Аействием 

u.кой-.i~ибо си.ли Р, мы раз.1агаем эч си.:~:у па ,J;ве составщ1ющие. 
Одну из этих сос'!анл.яющих Q напрамле:и по ребру призмы 
(фиr. Ь), а другую Н-наuрав.'Ulем гориsоятально. Силу Н, в свою 
очередь: разJ1аrаем в горизонтальной 11лос1tости па составлнющие, 

направленны~ по ребрам аЬ и ае. Подьзунсь теми эде:мевтарвыма 
соображеnинми, :которые при:кев.sлись при расчете nростравствен

вых систем непосре,в;ствеввым раЗJiожение.м, мы леr1ю покажем, 

что ссставJiяющал сн.11ы Р, направленная по верти:suьвому ребру 
приз.u:ы, вызовет усилия Jiиmъ в стержв.ях этого ребра. Соста
мяющав, напра.11.1еввня по аЬ, вызовет уси.1ия .1иmь в стержнях 
u.1осхой фер11ы а~ Ь1 и, нахопец, соста.ияющая, ваправ.1енпал 
по ае, бу,11;ет вызывать уси.~и.в: Jiиmь в стержвлх п.1оскоА фермы 
aea'l r,2. Тв.кик oбpasov, опре,11;е.1евие усилий, вы;;ываекых з сrерж· 
нsх 11ростравствеввой системы отдеJIЬвuмв состав.11яющи.ми силы Р, 
сводите.я: к расчету ПJIOCitBX ферх и пе может представить nика

ких затру.s;невий. Полные уси.1ия в стержнях вертяка1ьно1·0 ребра 
аа2 получа.тс.я путем. СJiожевил усилий, вызываемых отдедъвым:я 

СОСт&ВJIJIЮЩИ11И. 

Подобным же образо~ может. быть 11ыпо.1нев расче'r и в то.и 
C.ilyчae, когда. на систем:у действует не одпа, ·· а веско~ько сю1. 
It.&Жд)'Ю иs сил приАется раs.жожить на три сос·хавJ111ющих, вs· 
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мюрых о.в;аа. иа11ра1И1тса вертика.1ьво по.соответствующему ребру, 
а две другие 1·орвзоnтальво в IIJIOC&ocт.яx ~вух соответствующих 

граней. 

Когда все при.1ожеппые к системе си.1н.~ Jlежат в п.1оскости 

ОАНОЙ из граней, 1,оторая преАстав.11яет собой 41есткую, вадJiежащнu: 
обра:юм опертую плоскую ферму, уси.1в.а, отJ1ичвые от ву.1а будут 

по"tучаться лишь в стержнях этой фер:иы. Например, Jl.ЛH сетчатой 
си:стс:Иы, представ.!еввой на чер1·еже 444, при действии Clf.JI в пло· 
скоети передней грапи, работать будут .аиmь С'l'еравв ПJIOC&OI 
фермы совпа){ающей с uередней гранью 1

). 

Рассмотрим теперь случай, хоrда яе все 11.1оские фер.11ы" ва 
которые распа,щется nростравствеввая система, имеют опоры, яi:t. 

которые могут быть неuосредствевно переданы првходящиеса па 

ферму усилия. • 
Возьмем, например, трехгранную сетчатую систему, прикре

ш1еивую 1t земле шестью стержнами, как это покаsаво на чер

теже 445. Боковые грани Ь(хlс и ac(lf этой систеиы представллют 
собой жесткие плоские фермы с пеnОАВЯЖВБiки опорами в точке Ь 
и подвижвыик опорами в точках f и е. Силы, приложенные в шю
скости одноit из этих грu.пей, будут вызыr.ать усилил .11вшь в 

стержнях ссответствующей плоской фериы, опертой по концам. 

Обра.тим:ся теперь :& случаю, когда сn.а.ы лежат в плоскости верхпей 

rранц abef. Сооr.ве·rствующая плосRаs ферма передает приходn
щиеся на ~ее усидия оuорам при посредстве двух других плоских 

ферм. Опреде:1епие усилий начинаем со стержне/:i фермы abef и 
нользуtмел при этом способом непосредственного разложения. Из 
рассмотрения у;ма ci, где все стtр:аши, кро»е одного, лежат в одной 

н.11оскости, за&.1ючаем, что в от;~;ельnJ ваправ.11еnноы стержне аЬ 
усилие должно равпятьсп нулю. Перехо.11.я теперь ,It узлу Ь, па 
осrюванин тt1.ких же соображений, закдючае:м, что в стержне bg 
ус11 "1пс р:~вно пулю. Обращалсь теперь последовательно к уз;1ам 
у, li, k, l, (', па~одим в ра.спорк.е r;J~-сжатие~Р; в раскосе !tk-'-

P 
растшкевие -Соы :; , в распорке kl- ежатне-:2Р, в раскосе l(- ·-

"I' 
растлженис -&;-~- и в распорке fс-сжатие- .2Р. Определив та1шъ1 

образом усили.н во всех стержnнх фер:мы аЬеf' и приложив эти 
усидил. к боковым фермам lнде и acdf; приводим sада1у по опре-

') Что в дав мом с.ау•ше с11с 1·сма 1·ео)!СТр11ческн пе11знеяае.11а и реше1111е, 
слсдова·rельно, о.а,nо:та•шо, можно ш11;а3ать cuocr: 60:11 за~свы cтep;'ltвeti. Вста11.1на 
вместо днаrо11а.11и аЬ етержекь т11, ШJ обраща;-м пашу сиетех)· в nростеliшую. 

•ll} 



Ае.tеввю усв.111 в прочих стеравах :s расчету A•JX п.1оек1х фер•, 
опертых по ковца11. . 

Рассмо·rри11 , теперь простравствеввое поврlilТВе 1
), . nреАста

влеввое ва чертеже (446)~ Систека эта от купо.аа ШвеАJiера от.1и
чаетсл текJ что в каждой rравв вu:есто АИ&rовuи покещаете1 Ав& 
раскоса, что дает вов~ожвостъ бо.1ее выrо,.во . устроить опоры 
систе:иы. В точках А1 ••••• F расоо.1ожены шаровые опоры, а 
н точках mt n, р, q/ 1', s-ци.1вндрвческие, при чек направ.1е~ве 

tкольжевия :ПоелеАвих ухаsано ва i1.1аце черточками 2). Т8.&Ик обра.вом. 
общее чиСJiо опорных стержней 18. Двенадцать .11;опо.1ните1ьных 
оuорпых стер.жsей введено взамен трех AИ&roвueD верхвеrо шест~
уго.11ьпика и дев.яти ,11;ваrов&.11ей вижвеrо JJ,вева.ЩатиуrоJiьнвка. По 
чисJiу стержней преJJ,.11агаемал система вшаетсл, С.JеАОВате..!lьно, стати" 
чески определи:иой и вам: нужно то.жь&о убе~итьса, ве имееи ли lf.liI. 

3десь какоrр-.11ибо исключительного <!.lучал. Д.а этого воспо.аьзуе11са 
способом пу.1евых ваrрузоа, Ec.Jrи при отсутствии 11вешни~ св.ц 
можно будет доказать, что усиJiиа всех стержней равны ну.1ю, то 

<1то ука...-&ет нам. . в& геометрическую вевзм:евае:косrь системы.. 
Воспо.1ьsуехся дJI.я · этого способом Fl}ppl'a. Выреже11 ив си

стемы один ив треуrо.1ъников; имеющих свояки основаниа.ми сто· 

ропы верхнего шестиуrольввха; например, треуго.111.виs afq (фиr. Ь): 
У шарнира а :м:ы перережек при этом три стержни аЬ, ar в аА. 
Равно,1;ействующа.я соответствующих уси1иl буАет .1ежать в плоскости 
~·рани аЬАВ. Так хак эта равнодействующа.л до.11жна ураnновеmи
nатьсН усилиями стержней af и aq, распо.1ожtJвных в пJiоскости грани 
Д.afF, то зшпия Аа пересечен ил двух смежных . 1•рапей и npe.11;- · 
ставит собой .пинию действия равнодействующей R1 трех усuвА 

. в пер.ерезанных стержнях шарнира а. На осноl!авии таких же 
соображений sакл10'lаем, что в шарнире f равнодействующая R2 
уси.1шй в трех перерезанных стержнлх fe, fp и fF до.Jiжва иметь 
nаправ.певие fF. Наконец, в шарнире q, 1·де при отсутствии 
внешних вагрузо~t ·опорна.я реакцн.я АОJiжна иметь вапра.вJiение 

ЛF, равнодействующая R3 ' уси.i~ий в псрер~анпых стержш1х 
также будет яаправJiена по AF. Выдмевный треуго.11ьпиs afg 

· 1) Система эта .впервuе бы.\а uред.10Жев.а А .. Fopp!'o11. См. D. Fachw. i. R., 
CTJ>. 93-100. ДаJ1ьнеllшее раавитие ее пр11nаА1еж11т Scbliнk'y. Си. Ztschr. f . .Arch. 
u. lngw. 1904 r., стр. 183. · 

') При таком устройстве опор rоризовта.1ьяuе реактивuые сп.1Ы: моrут 
Пo.Jlhfl;f.'11 .пlirь 'В точках m, 11, р, q, r, s. При указанных иаuравJ:е~>влх с:tо.n
жевпв эти .rоризовтuьные сш1ы Jежат в шосмстях стен, на которые оnираеrся 

RyПOJ. 
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вахо,11,втсл в · равв:овесви DO.JJ; действием трех сил R 1, R2 и R3, 

Jiежащих в о;а:оой n.1001юсти в не пересе:sающихсл в одной точ:sе. 
Равновесие этой сисrе:кьt возможно ..'IИШЬ в том CJiyчae, ес.п1 каждал 
из сил в от.JJ;еJiьвости р&вва пулю. Из равенства ну.110 силы llt 
сейчас же за:к..11ю11аеи, что в стержв.нх nf и aq усп.шн раnны 
ну.11ю. Точно также уси.Iие (q равно нулю вс.1едствне равенства 
нулю силы R2. ТаRям же образом може1· быть -доказано равенство 
пулю усилий в стержвах ncex прочих треуго.аьнпков, имеющих 

своими освовави.ами стороны верхнего шестиуголъnнка. После 
этого сейчас же заключаем: о равенстве nулю усилий в ребрах 

Аа, •.. fF и . во всех стержнях нижнего кольца. 
Доказав, такик обра:юм, !'еоиетричес~tую неизменяемость за

данной системы, обратимся теперь & опредедению усюшй, вызы
ваемых в системе какой-дибо силой Р, приложенной в узле п 
(черт. 44 7}. Д.11.я этого преж11;е всего отмечаем те стер~н.ви, в 1ю
торых при заданной нагрузке будут нулевые усилил. Пользу.ась 

приеъюм, примененным сейчас ддя доказательства геометрической 

веизмепвемостп системы мы леI'&О покажем; что отличными от нуда: 

будут лишь усилия стержней, у1•азанных па чертеже жирными 
,JИнилки. Таким обрааом, задача еnодитс.н !t расчету двух шrоских 

ферм .Aat Р к Bbcul. Выре<Jыван мысленно и3 системы треугольник 
a(q, :мы на основании прежних рассу;кдепиn устанавливаем, 11то 
равнодействующая сил, приложенных I~ точке f, имеет напра
вление f Р. Тот~но также равнодействующая усилий, при.1оженных 
к вершине q вы,1,е-11енного треуrо.11ьяика. 1 будет иметь направле

ние q.P. Из уеловяй равновесщ1 т1юуrольника af'q заключаем, что 
равнодействующая уси.Jiий, приложеппых к вершине а, должна 

проходить чере8 то1Jку F, где пересекаются две назваnные раньше 
равно.~1;ействующие. Очевидно, 'ITO напрамевие аР, паиеч~нное на 

чертеже пунктиром, представит таКJке вапрамепие равнодействующеit 

усилий в стержн.ах af и aq. И~л тем же путем, вайде:и, 'lTO равпо
действующаZJ усюшй в стержнях аЬ и ar имеет направление аВ. 
Раsдожим теперь силу Р на три на11равлевин .Аа 1 aF и аВ. 
Первая составляющап Ааст на.и усидие в бруске Аа, вторая
равяодействующую усилий af и aq и 1·ретьл-равнодействующую 

усилий аЬ и ат. Производя разложенпя силы aF на направления 
af и nq и силы аВ на папраR"ленин alJ и ar, на:1iде~1 усилил 
n соотuетствующих стерi!>.Нях. Теперь, 06ращая1.;1, к узлам f и Ь, 
ми сеl\час же, пу·rем построевнн сооответствующих тгеугuльDиков 
си.11, найдем усn.пtн fl' fq, br· и ВЬ. На5:он~ц, рассматриваr. 

10" 
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нижние опорные у.ам.t F, А и В и pua.ru · в иах известm;rе 
уже усилия стер•вей J?'j; Аа . и ВЬ каждое ва 'l'рИ 11авравденвл. 
вай.11;еи вер·rюtа.sьное •оаорвое .цав.1ение в ооответс::rвующек yзJie 

и усилил в С·ХQ.!.Jlщихсв к этоку ysJJy стераа.п: ввжвеrо ко.1ьца 

Разность усилий в стержн»х Aq и qF .-ает вu ветчину гори· 
зовта.11ьвой состав.11.яющей реахцви uпоры q. ВертиJtаnвая соста· 
в.1яющал той же реакции арх .вевагружевнок ys.1e q будет рав· 
вятьс.я нрю, -:ак :к.а.к ве.е ~ержяи узла q лежат .в одной пло~. 
скости. Подобным же обрuом ·вайдутсл реактввlПilе усилия опор 
р, r и s. 

Если сила Р приложена в од!Юк из нижних уз.юв, соответ
ствующих цилиаJJ.рическвм опора.к, например, в уз.1е q (черт. 448), 
то прежним способом докажем, что во· всех треуrольниюах, имеющих 
освовапияии стороны верхнего Dfестиугольвика, кроие треугодь-

111I&а afq, усилил i сrержнах будут равны ву.i!ю. Пос.же этого 
.1еrко докаsываетсв равенство ву.11.ю уси.JJий в целом ра,11.е Аруrих 

стержней, показапвых на. чер1еж.е топкими ливин:мв. Отличными 
от нула в ра.ссматриваеиом случае будут лишь усилия в стержв.ях 

rwюuпшвых жирны.ми линями. .Выделяя трзугольвпк afq, :мы 
-nрежним способом по1tажем , что равнодействующая усиJ1вй nере

реsаивых с'l·ержней у вершины а . направлена по r&а, у вершины f 
по f ]}'. В точку S, где эти ваправ•евил :µересекаю~св, .цолж~ 
итти сила , при.~оженнан к выделенному треугольнику в вершине q: 
Э1·а сила. уравновешиваетсв, очеви,11.по, с усилил.ми в стержнях aq и fq. 
Обращаясь теперь к узлу q, мы· разл~rаем си;~у Р ва две coc·ra
ВJUIJOЩиe, из которых . одна пойдет по JIИвйи Sm, &,· .друrаа распо
Аожвтся ~ вертика.1ьной п.~оскости, прохоАВЩей через ващ,авле

вilе AF. П~рва.я из Э1'ИХ <:остав.JJнющвх, nOCJre нцлежа.щеrо раз
.11оженnя, даст вак уси.1нл в стержнях aq и fq.. lloJLЬsy.вcь этюiв 
усп.ш.а.м·п, мы пз расе;dотреюш уэлоn а и f вай.-ем: усилик стержвеlt 
аА, af и f !<'. Разлага,\J усп.шл ,1.А и ! Ji' tt уз.щх А и Р, найдем 
соответствующие вертию1.нные оnор1ше давлена& и уси.JJин в го

рн:sоата.аъnых стержнях нижы:го :nшогоу еольпика: 

Если бы спдз. быда пр11.11ожеш: в 0,11.яом иs пижвих уз.лов, 

ОО()ТВетс·rвующих шаровым опорs.н, то при этои получилось бы 
.JJИШЬ соответствующее опорное давление, и усилив в ,в;вух СХ{)ДJI

щихсл к в:агружеввсму узл у с·rержш1х нижнего мвоrоу.rо .1ьпика. 

В остаJiьвых стержнях усилия при 2то:u: равны вуJ1ю. 

Кроме · ваJtечеввоrо адесъ rрафпческоrо расчета купо.11а FO.ppl'л 
.возможно решение той же· sа,в;а11и апа..Iитическпм: путем. Пре,Апо-
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.1ожим, что в · уз.пах cilC'l'e11Ь1 ' прв.11ожевы любые па11ру.зiш 11ir Р2 , 
Р3, • • (черт . . 4t9)1 Д3н опреде.11енил усилий в Авуr R:l'1t1tx-дибo 
рас.косах вапр11кер, в рас1осах aq и f q, Ji:ъt' сейчас же :можем 
составить ,цва ур~ил, по.аьsу~сь способок кокевтов. Первое ур-ие 
мы по.1у11им, ее.аи · вырежеu вs системы узе.1 q и соста-внх. 110.м:евт 

всех уси.:rий в перереsавиых стержнях и опорной реакции отно

сител&во оси пара.11<1е;жьяой АЬ" и J(Ыtащей в вертикальной юоскости 
прохо;r;вщей через .A.F. Легко видеть, что в это ур-ие войдут 
дишъ уси.11вл в интересующих вас стержвJJх aq и qf. 

Для состав.11:еnш1 второго ур-ия вырt'же.ы на системы умы а 
и Ь сомхпутым: сечевие)f, указанным на чертеже пунктиро.п. Вес 
перерезанные при этои стержни, кроме 011 и qf, лежат n щосtt()
стях граней АВr1Ь и AFaf, пересекающихся 110 .111нии ST. 
Если мы состаюш момент усв.:rий во всех перерезанных с1·ержвях . 
относительно оси 81'. то в соответствующее ур-ие равно11еси11, 
кроме моментов задаnных нагрузок, войJtут .11ишь искомые усяJия 

в стер.щпих ач п qf. 
Определив тац;н1 путем усилил 11 рас1юсах, мы ъюжем теперь 

найти усилил в стержплх верх.него ко.11ща 11 в ребрах Аа, Bl1, . . 
Длл этого придется в верхних уз.1.ш.~ ~· 71, с , • . . нроиз

веС'Гп разложепил · уже иsвествых усилий на три направления. 

па.праsлешш двух 1·оризовтальных етержней nерхнего кояьца и 

папрз.вдепие соответствующего ребра. Онределенне ~си.11ий в 
стержнях нt1жнего кольца и реактивных у<;и .шй не вр1:1детав11т 

теперь никаких затруднений. 

Замети.м здесь, что J)ассмотренпое покрытие пред~тавляет 
собой простейший случай купола I•'oppl'л. У вел11ч11uая чис.ю рас
косов в каждой грапи и число лрусов, мы можем по.tу •шть боАее 

сложные покры1·ил той же системы. Покрытил этн рассчитываются 

намеченным.я здесь приемами 1
). 

В рассмотренных задачах 11;юс1tие фермы, на которые растта
даютсл nростр:~.пствеппые системы, лвл11ютсн. r·еометрически неиз

меняемыми. Такие случаи. где нскоторы~ из ;)ТИХ феры являются 
по числу стержней не жесткиъiи, расс•ю1·рены нами в качес'!'ве_ 

задач преАы.цуще1·0 параграфа. 

1) Несколько чuслепвых прпмеров с подробным11 решен11ю111 и~ееrся 11 
цilтированноii выrпе кнnжке Sc\1li11k'a. .StJitik (/er llaнml'ac\1wш·ke" . , стр. 288, 315. 
См. ташке . П. Рабцев11ч ~Купо1ьпое · 1~окр.ыт11е Ном:11ерчес1юго Инстнтута 1! 

Киеве", Киев, 1914 r. 
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Задачи. 

2'25) Определить усилия, б'Ызываемые в ~ шеста
г'}Jаю1иi1. призматической систем-и ~оризоитальиыми сuда..ии Р 
(•t1:pm. 45U). Система эта · имеет ){i10П&Jщать оnорпых стержней. Шесть 
из них встаl!лены вместо не.цоетающих шести ;);ваrонuей верхвеrо и 
нижпеrо оснований призмы. С.11е11;овате.1ьно, по чис.1у стерааей систе•а 
яr..кяется ст:11:вчески опредеJiенпой. Ив расr.мотрения равновесия уз.101t · 
ферма заключаем, что от.11вчпымп от нуля могут быть _.11ишь усиmя в · 
стеравнх · п.wеsп ферм: аЬdе и tиf е. 

Разлагая · внешние силы Р па гориwнта.J1ьвые состав.!яющие . 
расположенные в плоскостях этих ферм (фиг. а), приводим задачу х 
расчету шюских фери, представлепных на фигурах (Ь) и (с) . Получаю
щиесл при отом , усилия показаны на чертеже. Но1шые усиJ1и.в: для 
стер:юrеи ребра ае поJ1тштс.п с;ю:ашнпем усилий, J.iiазанвых .&а фР.
rу;щх (Ь) н (с). 

226) Определить усил~t.я в с1пержн.я,х nера.~~и.дальiюй 1~ро
стра1I0mвенной системы, представленной на черmt!Же (4Б1). Си
стема э1•а получена из се1·чатuй оуте.м ~>ам:евъr диаrоналей nepxнero и 
;нижяе1·0 оснований пирамиды двумн дополнительными опорными с'l·ерж
вл.ми. Следовм·елъво, по числу стержпей система статически оnреде
.1виа. Из рассмuтрепи~ равновесия узлов системы сейчас же за1•лю
чаем, что под действием силы Р будут возnи1tа•rь ycи.JJПJI лишr. в 
стеt>жн.их плоских ферм abef' и ad/i,e. Д.лл нахождепин Dтих усилий, 
разлагаем (~илу Р на три составляющие. Одну ив nих Rапраним no 
ребру а.е, а две другие-по панравленин.м . аЬ и ad. Перва.'1. из этих 
составллющих вы;юве·r лиmJ. сжатие n стержппх ребра ае. Дд.я: о пре
деленил у~и.1/И:Й, вызываемых двуъш другими составляющими, придетсл 

расчитать плоские фермы abfc и adhe. 
227) On.peдe..turnь усилия, сыз ы11аемые силой Р в стержнях си

стемы. представленной н1~ 'tертежс 452. Сис•rема Э1'а п о.~ у qена нз сет
чатой путем замепы шести дИАl·онадсй верх н ~го и нижнего оснований 
шестью дополнитеJп,ны:ъш опорnыми етержняъrи. Сле,в;овате;1ьно, по числу 
стержней систе:м:а лвляетсJ1 ста1·ичесхи опре,в;е.пи~юй . Опреде.иение 
усиJiий начпнае:м: с<: cтepжucii: верхи.ей части, предстамн:ющей собой 
купол Ш~едлера . r~orдa вти уси.1ил будут вай,11;евы, ИЪI обращаемся 
к вихвей призмат.ич-еской части, котора.я иоzет быть рассчитана nутем 
ра.чJ1оженил па п:1оские фериЫ. СиJiами, ,и;ейстзующими на эту Часть, 
ивятсн усилия стержней верхней части. 

228) йпредеАить уси.tия, возникающие в стержнях двускатно~о 
no1tpЫmUN (черт. 453) 1~од действие.'" ~оризонrпальной силы Р. Виесто 
двух распорок и трех диагонаJ1ей в плоскости abcd трехграцпой ceт
uтolt системы, з)(есь вставлено пл·rь дополнительных опоряых стержней. 
На осяо11ании рассмотрении уЗJiов g, lз, е в f зак.1ючаем, что в со
ответствующих пи опорных стержпнх уси.11ил равны нулю, и вам при

дется считаться .11ишь с опорвьnrи стержнями, вых.одлщими аз умов 

а. Ь, с и d. Силу Р, параллельную напраli.1евию аЬ, paзJrarae:м по ра
nравJ1евиии gh и IJe. Каждая из втвх составлнющих будет воспрмпята 
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. соответствующ~.А плоской фермой. Таким образом, АnJьцейшее оµре· 
де.tение УСИ.IИЙ СВОl,ИТС.Я к расчету D.IIOCRИX ферм. 

229) Определить ycuлuq. 8 стержня.х тре:смрifсныхых купольных по· 
крытий, предста11А,fНнЫх в пмтс на фи~урах (а) и (Ь) черт. 454. Нижний 
ярус купола, предстаВJ1енво1·0 ш~ фи~·. (а). явлщ1тся рnсс11отренноii ранее 
системой купоJiа Foppl'я-Scblink'a. 

Нри поиощи стержней uвжttero .нруса уалы А. В. С и D не
изменно- с11н3ю1аютс.11 с фупдаиенто:м. Б этим увлам, ttax к неnодви·а
ным опорны11 . точкам; nрикрепл:епо доухъя1~усцое nnра•и.11.а.1ьное по

крытие ABCDA1B1C1D1• rео~~1·рпческан riеи<Jмеnя~м:ость которого, при 
пеподвижности точек ABCD, лвJ!яе1·ся доrtазnнвой. ,Мы поJучаем таким 
образом Геометрически uе11зм.енлемое трехънрусвое покрытие, расчет . 
ко1·оро1•0 слсдуе1· unчиnать с верхних двух JJpycoв. РассчитАв эти два 
яруса способом раз:Ложенпн na плоские фермы, мы обращаемся х вижие:му 
.ярусу, длл ttoтopo1·0 найденные усплил в стержuл~, сходлщихс.я Jt 

узла.м А. В, С и D. нuлr.ются внешr1ими силами. fi{j~Jie зтс1·0 ниаuвй 
лрус мсж t~т Gып. рассчи1'а~r 1·рафическим и.11и аналитичесuк 11риемами. 
изложепrrыми выше. 

Трехънруспый куr1щ, прсдстамепный в плаве па фйrуре (Ь); 
еоста.влен следующим ображщ . Верхний: JJpyc оредстав.11s6'1' собой по~ 
кры1·ис с и стемы Н>ppl'л-Scblink'a. СР.едпий 11рус образован опорпы•и . 
стержнш~и. 11од;~ерживающими верхний нрус. В отличии от того, . что · 
мы 11и r :1 11 р :шее при н:оюжеаип с11особов расчета системы Foppl'.ir-,-· 
Hc!1Ji11k;t, :;дес1. о норные стержни расположены в наклонны.х 11доскост.ях )~ · 
которые не еов11а ;щют 1· еоnтnетстnующими rранлмп верхвеrо и нижнего 

яруrа. По зто не мепнет общего хода расчета :Jтой системы. Нижnий· 
лруе nш1т1, нредст:н:лнет собой 1 ·en:.ieтrнf•1cc1ш пrп:нtеннемую систему 
F'opp\ 'н-Sel1\iнk 'a . 

230) Jfа. 11 с1щ1т1, . xcri 7щс•1ета д1.;ухмрусно10 ч111ил сt, · 11ре'11•ттисн
но~о на чертсжr~ {:iй :i.\. Кружками 0·01еч е11 ы шнровые оноры 11 черточ· 
ками-наоравлеяие ско.11.жепип д11лю1дрu 1н:;ских . У нас u~1~eтeJ1 noce~r. 
шаровых и че·rыре щ1липдрических опоры . Соот11t:"1·1·:rвую11•.ее число 
опорных стержnей равно шест11адцат11 . Общее чuс.ло стержней сис•1·еъш 
удовле'\'ворлет уrловиrv статичесrшй опреде.лимостu, так как эта система 

может быть Получена из се·гчатой еистм1ы uуте)( замены диагона.111 
uepxвero осповапия и ден.а·~·и диаrо11алеti nuжпero осповании десл~ы> it,о
nолнительнhiми опорными стержннми. 

Наметюr теперь ход расчета системы uри действии какой-.жиuо 
силн Р н узле А. Так как к верхним ysJiaм кyno.ta никаких св.1 не 
nри.10.жено, то n стержня~ верхнего пруса, представ.11.ающеrо собоА уже 
расс11ю1·ренную простейшую систему Foppl'я - Schlinlt'a, Iice ycиJIИJ\ 
равны' нулю. Обращаясь теперь к нижuему лрусу, предстаВJ1.ающему 
собой более СJ[ожвую сие.тему Eoppl'и-Schlink'a, 111ы прежд~ всего, пол~.· 
зуась прежним приемом, оы.асвnи в каких стержнях усиJJия равиы 

ну.тю. На чертеже r.тержни с нулевыми усили.яии павесены тонкими 

.1) Рааее мы преАпОJl'вrа.11и, lfтo шаровые 11 ц11JIШАрu11секве оnоры распма
rаютсв lia l'орпзовта.u.вых 11.1ос1ЮСТвх сltОJьаевпа. 
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.1ивsв11п. Чтобы доказать равеветво пулю усилий в стержвлж правой 
грани пижпего вруса, JJЫ выре&ваем часть системы так, каи это: уха.

:щ.110 пупктиром, и 11сс;1едуе:и ус.1Gви.я раnвоJ1есин выделеuиой часtи 

(фя~·. Ь). По.tJ.Зувоь преавими раееуж,цеuивмп, докажем, что ра11ио•й
стnующнн R1 и R2 уси.1ий в стерzнлх. перерезанных у вершин D и С, 
будут имет1, яапраВJ(епие DD1 и СС1. В щ1жних опорных узлах т и 

· т, шшравлеuин R3 и R, равиодейстnуrощих усилий 11 перереваn.vх 
е·rерж.нлх и спорных реа.кций будут име1ъ папра11левие }), С,. ЧтоМt 

. .J1Ще.J1~вкал часть остnваJiась в рав.повесии, необходимо 1юлож11т1. 

R1=0, R2::::o, R::+R1=0. 

. Оrсюда след}ет ра.венстnо Rулю усилий no ncex стержнях uыде~ 
·.1ерной части, отмечеппых тонкими .1ин.п.юdи. П одоопым же образом: 
J1,ока.:шваетск рn.иенС'Гnо пулю соотве1·ст11ующих усилий в стержнях 
нерхней 1'рапи. После че1·0 сейчас находим, что уси.1ис в бpyl'Re СС1 
дt>лжно рnннлтьсн пу.11ю, а сле.цовательnо, равны нулю и усили.!f в схо

,1r..ящпхсн R уму С, стержнях нижнего мно1·оуголышRа. Обратимсх ·rе
.щ1ръ к оп.ределепию усилий в стержнях граней А1 ADD1 и А 1АВВ,. 
Д.11а Э1'<>1:'о, ныделяеи иs I'рани Л, АЛD1 часть ADPP1 при помощи се
'1'f!вщr, указапиого пую•тuром. Па оснонаппи иввесrных соображен-ий 
сей•нн:· ж~ ааключаем, Ч'l'О ра~ш:одействуюпщ.и усилий в стержнях, nepe· 
peяnntщx у узла ГJ, имеt::'!' нц.nравление DD1, а соответствующие равво
дРЙ<~твуюп~ис в узлах р и р 1 имеют направление A 1D1. Ио условий 
равноnеси11 выде.Jiенной части заключаем:, что ра11водействующал: усилий, 
11ри.пожепnых к ней н узле А, должна проходить чере3 •rочку D1. где 
t1ересекаютс.я пазваиные выше шшрав.в:епин DD1 и A1D1• Пуrем таи:ях 
же рассуждений убежда~~1сл; что равподействуIQщан усилий, прил6аtеJI.;.. 
.них. :& узлу А со'Отвеrо..,вующей час'l'н левой грани, должна им:ет1. па-
11рав.1еяве АВ,. Направление AD1 дает паи ваправJiение ра1шодей.
ствуnщей усwц1й в стер3'вл~ Aq и Ар, а направление АВ1 опре.1t:<>
.1.яет :,11ииию действп.я 1Щвнn,1;ейаrвующей усв.1ий в стержнях Ar 111· As. 
Теперь 11ы кожеи nазАожить cиJfy Р на три направJ1еп11и АА1, lfD1 
и АВ1. Перваи состав.1Вющан Аает вам пепосредетвзнно усилие 11 · 

стержне АА1. ВТорал'сост~шхнющая пoCJie paзJioжenиs, ,1;аст паи у:си.11вв Aq 
li Ар и, наконец, третЫI состав.1.яющм оuре;rелит собой усилил стер· 
аней Ar и .As. Обра.щае,rся теперь к ВЫJ{еленвой части rраик ADA1D1. 
Най,11;еивая вuи сейчас си.жа, напраВJ1епнал по AD1, до.1жна уравuове· 
mиватьса с уси.иве:и DD1 и ваправлев11ой пе А1 D1 сумкой уси.11uй, 
nрв.1оае11ивх к 11ы,11;е.1еиво:il: част1t в умах р и Р1· Путем соответс·rвую· 
щеrо раа.и:оаевин 1fЫ сейчас же найдем усилив в стержне Dp, и .11.aJiee 
из pacclfoтpeвu yua. D иай,1,ем усиJiил: в стержнях Dq и Dp1. llocJte 
ln'Qro из расс11отревв.я уз.11а q буАут вайдеuы: усuин в стержнях. qp 
11 qp1. Тааик же \)()разом ваiдутсв уси.11191 в соо1'ветствующпх стержвах 
Граям АВА1В1 • Опре,11,0.1ев11е дав.11епий ва опоры моает бЬ!ТL таr.же вн
по.1непо без всвких затру.а:вевf!А. 

ЕсJи cИJIЪI прн.1оаевы ие -rо.1ыю в ys.1e А, ао также и \J ,Jз.ta:s: 
В, С, D, то вакечеииым здесь споwбом моаво оuреде.11вть ус11.1ва, вы-



Зf,JB&eJПm' DZAOЙ ИЗ• CD'JJ В O'DJ(eбRCТlf И llOIOK DЬJlfЧИТЬ DffeM (:уи-
кироваВИЯ· uо.11вые yciмn в ст.ерzиах. _ 

При pacпoJ1oжeWt'll! еи.J[ n. верхних. JЗШ а, Ь, с и d nри,1;етс.J1 
начать расч,ет с опредеааия yc1r.uй В· етерzиах верхнеrо .яруса. 
У си.11вп эти я1111т.с.я ввевmими CJU&JIR. д.ая виzвеrо яруСа. rисте11ы . 

. Уси.1вн, , BtiSllН'm.te rJ стеравях виаиеrо аруса. си.1аих, при.11ожеиuы11и 
в А, В, С и D, мы· уже уvеем находить и. нам остаетс11 рас~мотреть 
.11ишь с.J1учай- :в;еА:ствин си.11 в таких промежуто11аьп умах, как l, q, r и t. 

ПредпоJtожим, . что си.11а Р любоrо яапраыеяця прwяожена в уз.1е q 
(черт. 456}; ма си.11а J;олжва- урюшовеmиваться уси.1яаии в С'fерж:нкх 
aq и dq верхней rрави я уси.жИнми n-стержнях Aq, Dq, qp в qf11· рас
uо.tожевиых ·В пJ1оскости нижней грани· АА1 DD1- ВыдеJJвв из системы 
треух·ольник adq, :мы путем: прежних рассуждений закJJючаем, что уе11"ив, 
при.tожепнне · в вершвнаи а n d· направ;11.евы по аА и diD. 

В точку S, . где этя иапр&.в.J1енил пересекаmт~я, должпа Dттв: раш10· 
.цейстиующан уск.rий в стержнях aq и dq. ОпредеJ/ив папрацепае Sq, мы 
обрючо.емсн теперь к yзJJy q· и задапную силу Р раsлагаем на ;~:ве соста• 
в.t.11ю.щие. 0,r;ву направим по .пинии Sq, а другую распо,rожи:а~: в пло
скости грани АА1 DD1. Первая соr:.тавлнющан J~аст нам rюcJ1e надАе
жаще1·0 рввJ1ожt111их у!:илия в стержплх atJ и dq, и .ца ;;:ее из усяою1й 

·paaвonec!ffi ysJIOB а и d мы найден уси.rи.:r ad, аА и dD. У ск.жик стержкей 
аА и dD явятсн ){.кл вижtrе1•0 яруса внешними сиJ1аии, придошениыми 
в yЗJJat А и D. Эти си.~ц~1 вызову.т усилил .во всех стержню~ нижнего 
.яруса. от.меченных аирnыvи линия:11и па фигуре (а). Как находить 
эти уси.uа уае бы.110 разска<1апо выше. 

Обратн•еst теиерь к составллющей Rq, ,11ежащей в ПJШС&остJf грани 
A...t1 DD1 (фиг. Ь). Д.11я оuре.целенин уси.1вй, выsывае:мы:s: зтой· сuст11.-· 
плющей{ 11u вн.1;е.mи па с:истемы: частr. ADPP1 (фиг. с). На оевовании 
ярежиих раооуsJ;евий зu.1ючаем, что равводейстаующие- уси.1ий, при· 
.1ожеввuх & вершинам .А. и D, имеют ваправ,1еяв.я АА: и DDi- У сиJiии. 
же, прк1О1Кенные в р и р1, напраВJ1ены по .1киии А1 Dr·· Ес.1и 11ы си.в:'у 
8q раз.11о•ви обычных способои на ваправ.mииа АА1 DD1 и A1D1 (фиг. с) 
ю состав.1вющие, направ.rеипые по АА1 и DD1 дадут яз.м сразу 
усuин в соответствующих стержпах, и мы иs рассмотрения узпов А н 

D ваD.11;ем )'СИJIИ.И С'lер&ЯЛХ Aq, Ар. Dq JI Dp,. llOtUe &ТОГО ив рассмотрения: 
ys:ra q найдем усв-хи.в: а стераяах IJP и qp1. Внчис..пение уеиJ[ИЙ в прочих 
стеравхх ве . преАставв'1' пос.1е зтоrо ивхахих затруднений. Стержпв, 
в хо'tОрых при Аействии сос'tввлнющей Rq пОJJ.учаютсн уР,илив, от• 
JI&чине от: иу.1в, о't.lfечевы на фигуре (Ь) жирными JIИаияии. 

231} Намвт1Иt.ь $Од расчета пространстиенноео покрытия cur;meмьi 
Foppi.я (чq>т. 457). Вир;. этоt сцстемЫ в аксоиокетрических 11poe1щuJ1x 
nредС'l'ав.rев ва фигуре а. В ПJ1:11ве та же. свtтеиn nредстав.11епа в~ 
Ф•r. (Ь). На фаrурах . с и d. вре.1;став.1ево устройство опор ва попере111~ 
вых стенах 'е)l;аввв; uрв. чек 1111Ua, ~остаuеивые у этих опор, обоsва· 
чаи чис.~а ouopuut · coopael~ · хоrущих · З&11еввть E&UJ'D · из опор. 
Опора С вепо.а;виs~ Опора 01 pacuoJ1oaeвa па цuивдрвчесввх uт1ах, 
ооь хоторuх перпевАпу.111риа а продо.1ьвык cтopoJW1 цall"· Остuьвые 
опора par.1I0.11W1eвt.r ва шаровых:. катках. Чве.1Q :ооорцых eirepaaeй, со--
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ответс!rвующц ilpo,1toil.вн11 · стенах вдаяив, p&BflO 14. Общее . чимо 
ооориыi · стержней равно 14 + 5 + 4 = ~3· Чис.J10 стержней системы 
р&ВНО 82, С.JЩD;ОВ&те.IЬИО, общее ЧИСJIО все~ СТ8Р'ZЯеЙ 82+23=105 равно 
утроевво11у чис.ау . 35 уВ.1011 систекы. · 
. Покрытие состав.u:еко ив . &ecтsllx п.1осш ферм, Jtоторые, всiе.1(-
ствие увазавноrо выше за1tреп.11евил точек С и С1 , имею'l' · у опорного 
киоrьуrо.1ьииха · A.BCDE пеnодвижнуn, а у .а11юrоуго.11ьиика А1 В1 С1 
D1Е1-подвиаиую опоры. Что мина.я система ~·еометричесв:и пеизме
ваека, Проще всего .11;окавать cnoc<Jбo:w ву.1ев1'1х нагрузок. При отсут· 
ствии ввеmвих са.1 J<!ИJIИJJ в от.11;ельно ваnраDАенпых брусках аЬ, Ьс, 
cd и de равны иуJiю. Ну.11Ю равяы также усилия во всех оnорвых стер
жш1х продольных стен. Обращае:ис.н теперь к стержпнм фериы АВА1 
В1. Исходя из ус.4овий равновесия yзJJa а, sаu.ючаем, что сходлщиес11 
R этому уsлу раскосы .11;0JIЖны иметь усилия равные по ве.11ичиве и 

· противопоJ1uхшые uo знаку. Если ~ы чере~ S обо:~начим усилие в рас· 
скосе af, nринад.11ежащем половине фермы аЬАВ, то в раскосе ag, при
па,.;дежащик часrи фермы аЬА1 В!, бу.Цет усилие-5. На nсног.апни рltс
еvотревил дру1·их узJ1011 феръ~ы А.В.А~ В1 заключаем) ч'Го no neex рас
скоспх ПО.11'овиnы аЬАВ должно! быть одnо я то же усилие S, а n i1u.e1,ocax 
UOJIOBИBЬI аЬА1В1 - усилие~S. Если ИЬI ·reпepr. ра:;режем рассматри
ваемую фериу АВА1 В1 продоJ1ьвым сечением и все уеи.шл в перt>ре 
заввых стержнях спроек'l·вруе:и на направление dA1. ·го иа условия 
равновесих отсеченной части .АА1 заключаем, что усилие S дuлж~ю 
раввнтьс.а нуll:ю и, с.п-едовательно, в прь обращаются 'усид;1 .н 1.ю вrех 
брусках, рассматри11ае11ой фермы. Таким же образом, докажем равепст1ю 
BJJIIO УСИJJИ:Й всех ПрОЧИ:Х. Сtержней ПрОСТр!tНСТВеВНОЙ СИС'iе.МЫ. 

Дл..11 определепил усилий, вызываемых n е~.'ержнлх. nокрытил ка
.1tиив-.1ябо внеmпиии силами, цапри:мер, вертикальной сиJ1ой Р, nрило
аевпой в ys.!le /1, 11:ы воспоJJьзуемсн способом р~зложения нрострап
ствевой r.встеиы ва пл:оские фериьr •. PaмaraJJ силу Р на составляющие 
Q 11 R (фиг. с), .пежащве в п.iосsост.ях ферм АВА1 В1 и ВСВ1 C'J, :r.rы 
сводим задачу об опреяе.1еяии стержвеnых усиАий к расчету двп 
п.1осsих ферм: рuскосиоrо !rВпа. Ферма АВА1 В1 будет находиться под 
жеlствием силы R. Соответствующие опорные ,1J;авленин отчасти пер{'
жажутсв на опоры В и В1 , . отчасти ори посре.1:стnе стержпей ВС н 

·в1С1 пере,!\цутса ва опоры С и С1. Ферма ВСВ1 С1 будут подвер
rатъс.н: действию сu::ы Q. Д.rа по.11учевиJt усиJiий в стержню' нонса 
ВВ1 , . .ав.1.яющегос.я общиv ,.У;.iн обеих ферм, придется суммировать усилии, 
по.1учае11ие при расчете каадоl иs ферк. Накечеияый з)l.есь ход ра· 
с11ета првмеиик и в . тщ1 случае, коцs сила Р не вертикальна, 1,10 

П&llT в u.аоскоr.ти nepueнцsy.upвoit & проАо.1ьвы11 ребрам покрытия. 
Ilpв вроиsво.аьвом ваnраuепи силы Р, иы разлагаем ее на двu 

состаu.вю~цвх. Ожву из 9ТИХ состав.1ающих яаправ.аяек по соответ
еrв:rющему ребру, а ,1tpyryю перпев.1.вку.1.вряо этому ребру. Тоца 
JС8.18.В, внзьtваекые в стераввж 1:встекн второй состав.11.вющей, моrут 
бьtтr. ваt.1.евн вамечвввнк внmе способом и вак остаетсв рассхотреть 
.ПШЬ JСВ.11.1, lliZblв&Qlle СВ.IОЙ, В&Пр&ВJ188ЯОЙ ПО ребру· Ec.JJи СИ.1& 
.-elcтaJtt JIO ребРJ · .се., то . ова пере,1;аетса иепоАвнаноl оп.>ре С 
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0'1'.UЧИWDI от иу.1.я бу,в;ут пmь усuв.11 в стеравах ребра 0011 .188&· 
. щп 11ea.r.y точкой С в тоqхой nрв.1оzевва св.1н •. 

При д.ействи• проАо.11ьвой си.1ы по ребру ВВ1. ПОJIВ.ЯТС.Я уси.1и.а 
ипп. в corep&RllX .п.яоско:il: фер11ы ВСВ1 С1. YrвJiиa зти 11оrут быть 
В&ИJl.8ВЫ одии:м из тех приемов, хоторuми :мы поnзоваJiись при расче·rе 

n:iocnx ферм. Huoueц; при Аей1..'Твяи силы по ребру АА 1 возни&яут 
усип.в в стержнях 1111оских ферм АВА1В1 в ВСВ1 С1. ПоJiьзуясъ со
ображениями, 11риводимµм.и выше для с.пучаа пулевых нагрузок, sа

u:ючаеи, что усилил во всех раскосах фермы АВА1 В1 будут по a<J<oo-
T 

.11ютном:у значению равны fi&s-; , r.и;е Т-величива прююжеввоii в узле 11 

uродохьноfr СИJIЫ (фиг. Ь). в части аЬАВ ycв:lifa в рr~скОса:х, При вы- . 
Gравпои наnравнении Т. будут сжи:мающиип, а в · частя аЬА1 Вi-раст.я
гающ1н1 и . Имен уси.11ин в раскосах, хеrко находим усиJiи11 прочих 
стержней фермы ABA1Bi. ·· 

Т~перь остается расчитать феi)му ВСВ, С1, для котщюй ннеm
:1и:ми сшrами лвлтсн уже вайдепш>Iе уси.1ин, пере,ца.ме~1ые : стержп.11ми 
фермы АВА1 В1. 

232) Доказаrr::ь tеометрическую ueш.i1Ntf/C.i1ocmь и на.\1стл~ :xvtJ 
расчета зубчато~о пространственно~о no1'pьm1 ·1ut систе.мtе- Лсш1е11:О~о 
( •iepm. 458). В точке А помещена nеnодвижнап опора. В точ1цх В • 
С помещены цилиндрические опоры д<шускающие спобо,'!,tlОе uереме" 
щение в наттрав.п:ении АВС. В точках С1 и В 1 по~1ещсны шаровые опоры, 
доиусмющие свободное 11еремещение по любому uя.правленню н rори
зонт!lльпой n.~оскости. Наконец, в точке А 1 помещена 1щдин,'!;ричес.1ща 
опора, донуеюнощан свободпое перемещение n на.uравлении nере!rендк
ку ллрпо~1 к А 1 С1 • Общее число стержней системы равно 264 = Зt' Х 
~< 3, что удоnлетворнет усв:овию статической определимости. Геометри- . 
чеr.кую неи :шепяемость системы докажем способом нулевых нагрузок. 
Рассматрнван ш1жюи j3.IЬ1 фермы СсС1 е 1 заключаем, что в rоризов
юдьных соедииитедьRЫх с'l·ержш1х, отме•1енnых пунктиром, усилпх 

равны пу.вю. Теперь обращаемс.я к шоской грани асе 13. Рассматривая 
уs.аы а и Ь, где все стержни, кро.ме о;що1•0, лежат в одной плоскос·rи, 
заключаем, что при отсутствии внешних сил в 01·дел~;1ю направленных 

стержннх ас и hd усилин будут равны ну.~1ю. После это1·0 па осно
Dаеип таких же рассуждений заключаем из условий равновесия уз.1юв с 
и d, что в раскосах с( и Нd усилия также paDшi1 нулю. Тем же uy·· 
тем найдем нулевые усиJ1вл дла всех раскосоn н распорок плоской 
фермы асеВ. · 

Применяя те же разсуwдеяпя,. пай1t1м пу.п:евые ~ИJIBJI ДJIЯ раскосов 
и распорок граней dce, В1, klmn и k1l1mtt. Uoc.1e ЭТОl'() у вас остаютсн 
плоские фермы СС1се1, BB1kk1. имеющие в В и С опоры аеподвиа:пые 
и в точках В1 и С1-подвижвые. Очеви.и:во, во нrех стержil.ях. 111.'ИХ 
ферм, при отсутствии внеmних ва1·ру:ю1: (iуд;ут иу.1евые усилии. Ну"еВы~, .· 
уси.1вя no.JIJ'ЧЭTC.Я также во всех оnорн.ых етерж11ах и с11f'дип11тельнЫх. 
етержявх АВ, · СВ. Bl, А1 В1 , С1 В 1 , В, 11• Доказан '1':1ким ойр:tз1щ 
rеоиетрИческую веизмеваемостъ систе~1ы, обратпмеа к oпpeN,e.ne11иi11 
си.1ий, вызываемых в стержнях системы какой .nбо вarpyaxoi,.: 



яапрвкер, tЖAol: Р, прuоаеиной в y:ue f. Сич эту f)QAraeI па .ue 
состав.1лющве, .распо.1о&енвне в ПАосв:ост~х СС1и1 11' tи:еВ. Перu• 
C(КTaBJJJIJ)Щ&iJJ бу,11.ет BblsUJl&TЪ уси.1ив в стер:ввях иооаоt фep:ww СС1 
ее17 ииеющеii · ·w С вепо,11.виавую в в С1-nо){11иаиую · oaoplil. Втори 
сое.тав.11J1ющак будет. выsы&&ть уеи-.1иli в ~рsяах п.1оt11Ой фермы асеВ, 
которая бу~ет икеть веподвиwную· oliopcy в точке В и по.оижвую в 
топе е. В стеранвх ребра ае усилвJ1, и&й,н.еввwе д.1.н обних nлuеких 
ферж, прв,11.етси сум1п11юватъ. 

-§ 59.- Расчет опориоrо кольца. 

В тех пространственных системах, которые мы- до еи-х пор 
раеематривми. обьпtновенно предподаrалосн, что опорные стержни 

ша.рнирно пр11&реп.11епы . к . неподвижныи опорным ·rочка:м. При 
расположении оnорвых точек в~ с1епах nерехр.ываемоrо uомещевин 

та1tо ~ прием закреплении невЫrодеu. так_ как при этом стены 

здания будут подверrатьсн вредному де~ствию опрокидывающих 

усилий: На nра&тБк~ етремлтсл дм:r, опорам такое устрой1;тво, 
ч_тобы стены 3дапи:u не И"спытыuали давлений, перпендикуллриых 

к п.тоскости стены. Дл_н этоN nеподвижные оrюрвые подушки 
зам:еш1ю·1· цилиндрическими опорами; которые свлзывают ме-жду 

coбofi доuо.iJнитеЛLны:ми стерлшлми" обра3ующими oiiopвoe кольцо . 
Надлежащим выбором напран,1е:l!и11 сrю.~ъженил д.~л цидвндряqеских 
ouop можно достиrнуть того, чтобы rори<:оnт:ньные составлшощие 

опорных давлений оказывали по возъюжнос·rи менее вред11ыс влинви.и 
на с-:ены зда~п1я. 

Возы.rем, например, с·rати~ескя оuреде.11имую систему, пред

с1·авленную на чертеже 459, · фи1" а. Чтобы придать 1·ори~он
таJJьным составл.я:ющим опорных давлений определенные напр2-

в.1ени.в, по возможности более выгодnые с точки sренил устойчи-

1юсти стен, мы заменим неподвижные опорные точки а, Ъ, с, d, 
е цидивдричr.скими опора:м:и. 

На фигуре Ь цилиндрические опоры за:м.t:нены эквнnал,евтвыми 
опорн_ыми стержннма, укаяаяными пунктиром:. Неподвижность си

стемы обеспечена введением допо.шительных стержней, обраЗ)Ю· 
щих опорное колr.1\о. Если _опорные стержни в каждой из вершин 

расположи ·Гь в вертихыьной шюсв:ости, проходящей через одпу из 
сторон кольцв. то мы придем к распо.>Jожению, указанному на.. · 

фигуре Ь. При этом реактивпы.t усилил, возникающие в вершинах 
а, Ь, с, d, е, будут д;ш мждой вершины расuолагатьсн в плос
кости одной из сход11щихсл 1t э·гой вершине степ. Наuрав.п:ен11~ 
ско.11ьженив опор отмечено на фиt•уре с черточками. При расчете 
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,система с 'ОП~рвым ко.11ьцом (фиr. :Ь), :мы можем nо.:rьвоватьса 
преж1UJ111 способами. Начинав с _ верхлеrо · ~tольцл. и переходя от 

узла :& !S.IJ" '»Ы бе:~ затрудненил паtад.е.. дм дюбой внешней ва· 
грузки уси.1вл ·во .всех стержвлх, распоsож.енвых выше опорноrо 

ROJiьцa и првво~я:м таким: образом: sа,11,ачу 1~ расчету кольца, вер

шины которого могут · скользить по за,11;&ян:ы:м: -.. направл1;виJш. 
Система, сос.-rа .вJ1евнан из кольца н опорных с1·ержвей . по 

чисАу стержя.ей бу;Цет :статически опре;s;е.1и ·мо·й, так ,как на каждую 

вершину ко.п.ца приде-rен по два опорип .ст~р.жвл и по одному 

стержню кольца, т. :е. всего по три стержяп. Нам остается то.1ько 
в каж,щм частном с.1·учае убщитьс.я, не пре1ставл:иет Аи рассха-
1·рьваеиая система - иеlt.11ючв·rелЬного случал. Длп зто1~0 проще все1·0 

1юспо.11ъзоваться ·споеобо.м нулевых нагрузок. Возьмем_, ваприиср, 

. квадратное кольцо (черт . . 460, фиг. а). Ливилми ·n1, ni, r1 3 и 
r~ обозначены CJЩJIЬI верт11ка.11ьпых плоскостей, в 1tоторых распо

.лага.ютсн опорные стержпи. ПерпеnдикулJJрныr. • · эти» 11а.пр<iв .1е
.виям пупsтирные .1инип уJtазынают ваправ.шв11я ско.аьже:пю1 соот

ветс1·nуЮщих вершив квадрата. Предпnдожшr. чт& .& КIМЬЦУ ви- · 
кrоtие внешние силы не приложены. Ес.1и при это.v: у~аетс.а AO
Jt&Jt&тъ, что усиJiин во всех стержплх кольца равпы ny.Jiю, 1·0 зто 

нам укажет па геометрическую неизмен.~iемость системы. До~rустим, 
что в· стержне аЬ ~ействует растягивающее усл.1ие 8. Тог.А& )Iз 
усJiоаин раввовесил узла Ь, путем построения тре~тольниsа omti 
(фиг. Ь), сейчас же найдем: усил.ие 8 1 11 стороне Ьс и rоривов
тальяую равнодействующую n2 уси.пий в опорных стержнях шар· 

вир!:!. Ь. Обращаясь теперь к шарниру с и пользуясь уже ваА
девпям па.чение:м усилил 81; мы поетроением треугольника опр 
найдем уси.tие 82 в стороне dc. Наконец, ив треуrо.11ьвяп opq 
найдем Б'з-усвлие в стержне ад. Ес.:ш ш.~ произвольно взятое 
уси.ше S яз11евим в каком-либо отношении, то в то:н же отно
шении :v.э.иенатсл также усИJJЯН s., s2 и В~ . С.11ел.оватсльво , фи
гурой (Ь) МОЖ80 ПОЛЬЗОВ~t.ТЬСЛ при BCJIROМ значении .'\', нужно 
тодъко вадхежащяк образом .м:еплть масштаб чертежа. ()() р11 1·шн~ii 
теперь к уз.лу а. Хотн усилю,~ S взнто нами произвольно , ;,; . 
соотношение хеЖА}' S и Sз найдено впол не точно, и вк оuреде·· 
ляе1ся ДJin точхИ а направление раuподействующей усилий, заыс
вяющих растявутые стержни а. Ь и ad. Ес:JИ это на.правJJение 
совпадет с nаправ.11евиеы ii1, то равнодействующан усидий S и 
Вз уравtювеситсн уси.11илми в опорных · стержнях шарнира а и, 
с.1едовате:11.во, в . ао.11ьце воаможны Gу.цут усилил от:rичвые от RY.J:, 
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при нулевых внешних наrрузвах, что укажет на наличность 

исключите.11ьного случа.я. 

При решении вопроса о геометрической неизменяемости опор

ного к1мьца можно пользоватьсл также способом и:юбражающпх 
точек, который мы примевлли при расчете плоских фер:м. Таким 
путем легко nовазать, например, что если опорное кольцо пред

ставляет собой правильный м:вогоугольвик, и линии скольжения 

ваправ.1епы по биссекторам углов, то система будет подвижиоИ 
при четном числе сторон кольца и геометрически неизмевяемой

при нечетном: числе стррон. Возьмем, например, опорное кольцо 

в виде правильного шествуrольвика. (чер1·. 461) с липилми сsоль
женил, направленными по биссен.тора.:и. Изображающую точку ai 
выберем: на перпевдикулпре к линии скольженил шарнира а в 

произвольво:м ра.ссто.ннии аа1 . Тогда точка Ъ1 получитсл на пер
пендикуляре ЬЪ1 к биссектору угла Ь путем провев;енил линии а1 
Ь1 параллельно! аЬ. Таким же путем иолучаютсл точ:ttи с1 , di, е1 
и fi. То обстолтельство, что стороны фигуры а.1 , Ь1, С1, d1, е1, {1, 
паралле.11ьны c'ropoнli.м: нашего шес1·иуrольню'а у~tазывает ва.111 на 

искдючителы:tый случай. Лerito показать, что ири нечетном числе 

стороп такой фигуры посз·роить нельзл и, следовательно, в этом 
случае опорный мвоrоуrольви1t 'nред('.та.вит собой геометрически 
неизменJ1емую систему. 

3адачи. 

233) Показать, что правильный шарнирный мно~ОJ/lолышк с ли
ниями .скод.t.жения, направленными перпе11dикуллрно к биссектора.ч вну
тренних умов, 6удет представлять собой ~ео.метрически изменяемую 
-систему. Вопрос это•r легко решается способом изображающих точек. 

234) Оt~ределuть ус1м~м в стержпях onopuoio ко.tьца abcde при 
действии в и~ар1щре а сосредоточенной сш~ь~ Р. В точке при.1юж.ения 
tИJJЫ Р сход.яте.я че'l'Ыре стержn.я, и потому путем: непосредствещIОго 
разложения мы не сможем найт.и усилий n стержнях, сходящихея к 
уs:в.у а.. Но ееди бы нам бы.110 известно направление равнодействующей 
уси.пs:й в двух ка1шх-дибо стержннх, то разлu.ган силу Р на напра
вление этой равцоде.йствующей и направлепил оста.п.вых двух стержней, 
мы сейчас же могди бы получить нужные иа::u: усилил в стержнях. 
llримсвлп епособ, которым: мы пользовались при исследовании неизме
nJ1емости шарнирного квадрата (черт. 4fIO), :мы можем найти uапра
вленне равнодействующей ·тех усиJ1ий, которые иа шарнир а оказьшают · 
с1·срщни аЬ и ае. Дл:.п этого выберем: ддл усилил в стержне аЬ про
извольное значение. Пр.11кладыва.я зто у-силие к шарниру Ь и ра:3лагая 
ero на направление Ьс и направление перuендикул.11ра к .JШВИИ сколь
жеnин шарнира Ь, подучим усилие в стержне Ьс. Переходя теперь .& 
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шарввру с, •ы тапм ае путем _.ай.же• усв.аве в стераве cd. .В:uее, 
на рвссмо·rревиа pa1ao1ec1s yua d ва~ек усиJ1ие в стераве ed и из 
рассмотревих yua е-уев.11ве в стераве ае. Так RU& :иы иsбрuв уси.111е 
в стержне· tiB соверmевво · провзвольво, то и ,жuьиеlmил ycиJJиs, во
обще говора, ве буJ(ут равватьса тем АействвтеJ1ьвым: уси.1иак, хоторые 
вызывает в ко.11ьце си.1а Р, во соотвоmевие между усвJiия:ми будет то, 
которое и:иеет место в в действите.tьвости. Поэтому, коr){а JШ придеu 
к ув.1у а и составим SJ(ecь равнодействующую вайдевноrо нами усилии 
в стержне ае и выбраввоrо произвоАьво усиiии в стержне аЬ, то хоти 
ве.1вчива втой равнодействующей будет отJ1ичатьсл от дейстnитеJ1ьной, 
во ваправJiение ее будет опреде.11ево nравиJJьво, и :мы pasJiaran Р па 
наuрав.uение втой равnщействующей и направления ;\nyx опорных. 
стеравей · по.11чи:и действите.11.вые зваченин нужных вам усилий. Опре
делив уси.11и.я ДJJЯ oJJ;вoro ySJJa, :мы теперь без затруднений найдем и 
все прочие уеи.1иJ1. Ес.1в к коАьцу uри.1ожена не одна, а несttолъко 
си.!, то :мы вахечеввы:и зл;есь способом опреде.1лем усихня. от па.жл;ой 
си.11ы в от.1.е.п.вости, а потом: уае суммируем ваi!,!!;енные уси.1ия. 

235) Пользуясь 1Ш.11с•1ен.ньс.1' спосо6олr. райета кольча. опредс
дuть усилия, въ~з'Ьlвае.Аt'Ые в стержня.х звездttатоzо 1•упо,ш (-iepm. 468) 
силою Р. В ка.ж.в;о:и ив уз.аов а, Ь, с, d, е сходитсJt по четыре стержня, 
вз которых. ;tва опорных С'l'ерая.я и д~ стержш1 мnоrоу1·0.11ьвика аЬсае. 
Равнодействующая усиJiвй опорных стержней в кажJ,ох yue вatipa~ 
ните.в П() ливвв пересечения п.1осхос'ТИ этих стержней с rоризовтuьвой 
плоскостью, в которой .11ежt!т :м.вогоуrо.11,ни& аЬсdе. Соответст.вующие 
ваnравJiе1ш.я укаsавы в ~1.11апе (фш'. Ь) пун.ктиро:м. Они, очевв.11;но, по
.1учатси парапе.11ьпыми сторовамя: :многоу1'0.11ьиика ABCDE, образоваn
ноrо опорными шарнирами. Получив эти напраменин, :мы веде:м. даль
нейший расчэт 1·ав: же, мк и в предыдущей задаче. Выбираем: усилие 
1 в стерх:ве аЬ кольца nроизво.iьвы:к в 'JОГ .в;а из ус.1ови.я раввовесва 
J3JJa Ь иахоа.им усилие 2 в стержне Ьс. На фигуре (с) построен соот~ 
ветствующий •1·реу.rо.J1ъиик. ofg, из которого мы по.хучаем ве то.:1ько 
усилие ~. во и равнодействующую fg ус:uий в опорных стержнях АЬ 
и ЬВ. Переходя теперь :к. уа:тrу с, :мы жs еоОтветствующеrо тpeyro.liьuиtta 
oglJ вах.одю1 усв1ие 3 в стержне dc J!. раuводэйствующую gb в otop~ 
вых стержн.нх Вс и Gc. llострuени~ .1:.1.я у~мов d и е nре.11;став.1евы на 
фиrуре с '1.'реугольниммИ ohk и okJ. Хо·r.н уси.111е 1 выбрано вами аро
изво11ыю; но полученные nостроеnиеи уси.111.я в стержнлх mарвирно1'(/ 

11шоrоугольв11ва будут находитьсн иеацу собой в ·rако'К же соотnо
mении. хаЕ и действительные усилил. Поэтому. когда мя прп.~tе:м в: 
шарниру а и сложим здесь усили.а 1 · и 5, то паправJ1еяве тп пара.11-

.пельяое в~правлению ft (ФИr. с), даст вам .11;ействите.Jiьвое: паправлеяие 
равнодействующей и хы, раsлаган Р на направлевяп тп, аА и аЕ. 
поJiучим дейс'l·nnтеJiъные значения усп.1ий. ECJiк бы верхнее кольцо 
пре.J;С1'8RЛЛЛО IIJЖВИАЫIЫЙ :МIЮl'ОУ!'ОЛЪВИК с четным ЧИСJJОИ сторон, то 
хы пришли 6ы к уже раесмотрепяо~у выше псв:лючительиожу мучаю. 
liокрытие 11редстав.11ило бы по,Jщижпуrо систему. 

236) OnpeiJeлum,ь усuлш:, в стержнях ку1~ола, предетавлеп'/1,020 
"На wpmOOFCe (464). Нижний Я(J}'С покрытил представ~лет собсй только 
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. что расскотренныt ·ll'Иll a.11eJдv:roro .&у110.11а, а верхпвА apJC образовав 
,дu типу кyno.na. Шве.uера. Расчет начияаем &: верхнего яруса, в RО
·тором все у<·или.н найдутся . вепос11е;~;ствевным paзлoжeJJ&eJI. У си.1ив 

· ет~ржвей верхн~гu лруСf я.11.11.пются внешними GИ.liSJIИ .-.&а .~.иашеГ<J 
ар,уса. Ход раС'lета э·ruro последнего иа11а бьы уае иuоаев выше. 

§ . 60. Расчет пространственных систеи оnособои замены 
· стержней. 

Общим сuособоы. длн расчета пространственных систем ш1Алетс.Н 
cuO-t':.O:u зa .. \leftfll сmf-ржней, . которым иы уже пользовались при 

оilреN-'депии усиАий : в . стержнях плос1tих ферк (§ 18). Применял 
этот nроем, мы путем замены стержней обращаем .за)l,апную вам: 

сястеху .в систе:11у nростейiпеrо типа. Если этого удаетсл достиг-
. нуть за•епо:А OAnoro только стержпя,. то в таком случае дд11 опре· 

дсдения rсилий во ucex стсржнлх; нужно произвести два, расчета: 

11ервwй расчет · -'олжеп быть вIJполнен длл Полученил уси.шй, 
вызываемых за,11;!1iшыми вnешnими си.11а~1и в стержнях 1·ой про

стейшей си-ет.емы, tt ~tоторой мы приходим путем nамены ~тержuа. 

Эти ycUJJин мы будем вообще обо3начать через Ti . Значение 

соответствующс1~ усв.11uя n заменлющем стержне обоsна•шм через 
те . Второй vасчет производим ДдЛ оцепки ВJIИЛНИ.11 удадеппоrо 

стержня. ..Ми устравлем все внешние си.ш и вместо удаденноrо 
стержни прн.1аrаем 1> соответствующим узлам ~ве прлмо протиnо
uоложные сиды , равные единице. Пусть ni и ис обозначают длп 

этого состонпю1 с11стеыы усилие н 1шком·либо стержне порлдка i 
в. в ::~аиеняющем с1·ержве. Если те11ерь мы обсзначим чере::~ Х 

~ействителынн: _усмис в тои стержне, который мы должны уда.11ить 

rrpи замене, то 1ы основа11ия двух uрои::~ведепных расчетов общал 

формула дл.u Д<1 ilствп1·елъвого усилю~ si в ка1шм-,шбо стержне 

щ~.шнпетсн ·.::а.к 

S·= 'P+ X ·и · '/, 1 . • /. (а) 

Нримсплл ;)l'Y формуду к ::~аые1шющему стержню и пр11ш1мая 
1ю внимание, что !' дсйстните.нной ферме этu1·u tH'lJiI01н н <·т и., 

сдедовательво, со1 "1вет(',тnующсс ycli.шe до.1жно раввлтьс.11 нулю, мы 

приХО;\И:М к такщ1 у ур-ию д.'IJI uпрсделенил Х 

:;тку да 

Т _J-u Х=О 
е 1 с 

'j' 
х:- "'--"' ---/(. 

' 

. . . . . . (Ь) 
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.Ecu ~е обращаете.я в ву.11ь, то усв.tи.я в стержв.U по.1учат . 

Ве.ftдреАе.1еш1ые нJJи бесвовеrmые звачевв.я, · что вах укажет ва 
швсчвость .иск.11ючnте.1ьпоl"о с1учая: расскатриваекал система будет 
rеw.стричесu иsмевве.uой. 

Нри выборе стержнеn, которые до.1жпы быть уда.1евы при 

преобразованв• системы, и uри nыборе распо.110жевnл закевающих 
стержней, .»ы будем с.~едоватъ такому порядку. Прежде всего 
оrбрасывае» в 3&J(аввой сilсте:ме ySJiы с .трек.я стержвп:ии, еив 

такие уиы в с1сте:ке имеются. Соответствующие мбрасываемu• 
сtержвлм уев 'IBJI 11ory1· быrь вайАевы вепосреАствеввык раuоже
нием. Эти уси.11и11 бу..;ут расс:м:атрпваться, как ввешв1е св.аы, ~а 
остав.1евиой части системы. Обращаясь теперь к зтоl части си
стеilы, выбираем: в вей о..;ия из увжов с четырькв. стержвв.кв, u• 
ее.~и тasoro узла ве и:кеетса, од;ив ив JBJIOB с патью cтepauяtr1a 

и уJtалевнем: ОАвоrо в.1и двух стеравеl по.1учаек узе.а с rреми 

стержв.вli:и. У J(&JJneи этот узе.J1, а sa ним а все те y33u, в и.о
торvх при поС.11едова.те.11ьвок уАUевви бу,ает остават~ .1иmr. по 
три стержни. ЕсJ1и в резр:ъта.те 8ТОrо ка ввонь по.аучик светеку,_ 
у которой не будет уз.1ов с трекл стержuкв, то с вей повто
рве11 описанную выше операцвю, пова в конце концов & ве 

придем & ао,11виавой системе. В эту систему ВВОАИ:К sаке:и.яющве 
стержни так, чтобы поJiучвть rеоvетри'!Jески яеизкев.яем:ую еистеку 
npocтelmero типа. 

Поаеввм скаsаввое прв11ера11в. Пусть вак А&ва сястека, 
стерu• xoтopoJI раепо.1оае1111 по ребрам октаэ.а;ра ('lерт. 465). 
По ••с.1у стеравеl ета система, пв сетчатаа, ав.11етса С'l'&тв
чесu опреАе.п•оR, во ова не прввЦ:.ежвт в к.1ассу простеlurвх, 

в веl вет 1П1 OABOro yua с тре1111 стера~ки. Преобразуе.11 &ТJ 
систему в npocтelmyl) путем sакевы Ct'epaвel. Возьмем о.-вв •а 
уз.аов с •етuръ•• стерав•п, · вапрвмер, Jle.I Е в y,JUвflt •а 
веrо стераеп ЕС. J,.l.ee, Jарапек tри остав.111весл стерzв1 ED, 
ЕВ в Е.А • yae.r А с треu стерав.U 4В, AD в .A.F. Таа11 
ауте• 1111 орихо"" а DOAIВDOI CBCleJles состаuеввой ИЗ ABJX 
треуrо.1ьвиsов ВСF в DCP. Ч'l'Оба обесае'IПЬ rеокетрnесвро 
вев111евае•ость етоl свсrе1111, •осtатмво ВCIU8!1t nepaen BD, 
ywaв1111R ва чеРтеае пуватвро.11. 

CleAOl&te.IЬИO, в AUBOll C.IJЧ&e .llЬI 8&AiBЯYIO систему обра
Щ&е• 1 пpocтelalr-» ПJТе• oAJ(OI a&11e1Dl, сте~евь БС зuев.11е11 
сtераие.11 BD. Rове••о~ ву•вое вu преобраsоаuае 11оает быть 

11 
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l.IЫUO.'lHeBO vааличны.ю1 путями. Еш~tто tтержtш ЕС можно )"СТра
uить .1ю6oii ,'1.ру1·ой стержень системы. Вместо диагона '1И BJJ можно 
fj(~тави·rь )1.иаrова.111. АС и •r. ;i, . 

]':(~ .tи принят~. це.1аuпое ныше преобра::ование и В)1есто 

cтi~pЖJf:I .f'}C 111н1 :rожить в уз.1ах Е' и С две пр.1шо протnвопо
~ожвиt> c11.111.I, 1·асиы~ t·динице 11 направле1шые 01· уз.юв, то леrко, 

нуте.м щюс·rых раееуждений, убедитьсн, что н стерашях ВЕ, ЕЛ 
" 1J стержнпх nр1п.юуrо.11ьнпю\ .AHCD будут действовать сжи
~ающ11t> у('11 .н1;: n что за~еннющий стержень BD испытывает 
рас~ш&е11ие. Те t;(;1;толтсдьс1;110, чтu за.мевлющпй стержень напря

жен, уRа::;ын:н: ~· Шt 1 ·~т1етр111iсс"ую неизменяемос1·ъ 31\J;aнвoii вам 

·сwпt'мы. В К<tЧ1~е 1 · 1~1 · JJroporo пр11м:ср11 рассмотри1r Сt'Тчату10 си
стему . 11ргАr:1·аn.1е11пую па черте;t:~} (466). 

Ес.Н\ 11 этu!i системе уда;щт~. у3е.1 12, то ос1·а.1•вые уз~ы 

t'iудут иметь •tетырt> 11ди более стер.i&ней . Мы начнем преобразо
вание е у;да 1, р;а.шв в лем диагона.~ъ 1-3. После tJTOГu 
)ю;кет G1аь нтброшен у;~ед 1, как узе.~ с тремя стержняии. Да J1ee 
приде·rсн удали·:·ъ уае.1 2, таs как n нем оста11етс.11 лишь три 
< ~тержнн. n11том узсд ;~. 4 11 т. Jf. . , цока мы не дойдем в nорлдке 
номеров :i:o у;щ~ S. Тu1·да у ·нас остаuетсн 1Iодвижнн11 система, 

11ре.!;ставдсн:ш.11 на фигуре (Ь) и состо.ящан из двух треуголъвиl'ОВ. 
У rта11он~шй :sаме1111юще1·0 сrержвя g...:_ 1 О мы обращаеу эту систему 
в 1·ео~1стричесю1 11ен;шеплемую. Таки11I образом и в этом сдучае 

зщщннан саетема оGращаетсд n простейшую путем 011.ной замены: 

~иагопа.'!L J ·--.:) Jэщ•;н~на стержнем 8-1 О, указанным на. фигуре 
(а) nув~r.тиром. 

llрикдадын::.н в уз.!ах 1 и 3 две прнмо прuтивоположвые 
си.tы, на.правденны1: uт узлов, мы па основании ра.ссuотреви.п 

узлов ] , 2, 3, 6 и 7 сейчас же заключаем, что стержень 1- 2 
сжат, 2-6 ежат, 3-6 сжат, (i-7 растянут, 6-10 сжаi· и 
7 -1 О сжат. Теперь из расс~rотревил узла 1 О заКJ1ючаек1 что в 
заиенш(}щем (:тсrжuе 6у дет действовать растягивающее усидие. 

От.1lВчие от вудн уси.1ия в заненнющем: стержне уRажет ваи па 
rео11етрическую неизмсш:смость заданной системы. 

Рассчnтасы сnосооом ааиеньr стержней пирамидальное покрытие 
с квадратным: освоваю1еJ.r, представленное па чертеже (467). 
У стравим стержень ЕС. Тоrд11: в узлах Е и С оставетсл лишь 
по тр1 стсржвл. Удаляв их, найдеu, что в уз..'lе В остаетсJJ Аиmь 
три с.тер.жпн. Уд:~..1шt эти етерzви и потом стержни узла А, кы 
придем к уз.ч Т>, при:sрепленкоиу к фущакенту JJиmь двуvа 
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-стержнвмв. Чтобы устраввть 110Авиzпосrь, орвАеТсF., вместо отбро
mеввого стержня ЕО, ввести sамеяающвА опорвыli стержень, 
указаввыА ва •ертеzе zвряык пунктиром. В оолучсвпой та~ик 
путем простейmеА системе вы без затружиеви.11 вай.ц_ем усв.аия т, , 
зшываеиые си.1ой Р. Ес:.ав эта cиJia пара.!1е1ьва .A}J, то от.tич
выки от яу.жя будут уси.1ва в стерzвах треуrо.n.н11ха AED я в 
опорных стер:аш.ях, cxo.ir;ящJJXCa • yзJI&K .А. и D~ 

Дла: получев11н yeи.dll ui и ut отбрасJП&е:м: силу Р в вместо 
стержвл ЕС прик.Щ/\ЫВае:м c"Jrы, равные е.1;ивице, n ysJax Е и 
С. Сразу вв.11;во, что прижоаеввая в yue С си.1а вызовет сжатие в 
стержне Dc в в зам.евающек опоряох с-rержве DD;.. С.щ:~.ова
те"1ьво, зuавва.я систеха rеокетричесви веssкевиема. 

Мы распо~ожя.ш оuорвые стержни системы так, что .1ивии 
скольжения опорных шарниров п:uеют в UJЦOI иs nерmия А, JJ и .Л 
вапраn,1ецве, совпа~ающее со сторов&)(И .ква-'рата .ABCD. 3аметвм. 
что когда mарвирпый правильный .11ногоуrо)(ЬВ11к с четпыи чпслои 

сторон свлsап, ка& в рассматриваемом примере, с ребрами пираQ 

:uидальпоrо пох1штю1~ он представ.~rяет co6o:it гео!tiР.тричес1ш пеив

:м:евяемую систему и n 'ro~1 с.~учае, если B&ПfJ:1BJ!1 : .t111я 1;.sо"1ыnе11ю~. 

вершив мпогоуго.11ьвика еовпадают с биссекторам:и соответ .... ·твую· 
щих углов. Обращаясь к наmе11у npи:irepy, расподожю[ опорные 
стержни так, как это показано в плане на чертеже 468. Чтобы 
доказать геометрическую веиsыевлекость свсте31Ы, восполь3уемся 

способом за11сБ ы стержней. 

Rыброспк стержепъ ЕС в взамен ero вставим опорный стер
жень ААэ, вакечеввый жирпы:u пувхтпром:. Прю;.щцывая в уз,,1ах 
Е и С две прямо прuтивопо.южвые сR.зн, равные едиявце н ва
правлеввые от узлов, мы вызовем растягивающие уси"1вя в стерж

в.ях АЕ. .А.В и AD. В тако111 с.1учае из -усзовия равновесии 
уз.rа А сейчас а;е заключаем, что в sа11еввющеи стержве АА8, 
усв.жие пе будет равно вуJiю, что указывает на гео11етрнчес&ую 
вецкевлехость систе•ы. 

В качестве более с"1ожвого примера расскотрим купольное 
похр11тие, nре.-став.1еввое на чертеже ( 469). Нвжвиl лрус • этого 
r.:о&рsтва .uре~стамяет собой расскотреввую ранее свстеиу Fiipp}4-я. 

ScЫink'a. Bropol в третий .ярусы, Образованны п~ системе Шае~
.~ера. На основании ранее С:В;е.~rаввьrх исс.11едовавий :{&Uю'Чаем, 
что нижние три spyca купо.1а пре.з.став.11нют reoYcтpи'!~titн " :frel'::J· 
:ыеяяекую систему 11 uav, е.1едовате.1ы.ю, нужно ,1.о~;ааiть "1иm• 

i1• 
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веизм.евяе11ость фовар.я, соста1J.21еняоГ(' из mсстuграввой nиpoв,;ll, 

пос111.ыенной на шестигранную призму. Воr110.1ьsуе•ся ж.11я етоrо 
спосо{)ок замены стержней. В•,~брасывu три :каuе .11-ео ребра 
пирамв,11;ы и встаВJI.яя вхе~то .них три АИ&гова.1в Ь..;1 , de1 и fa1 , 

мы получим npocтelmyю систему, порв:,11;ок обр&sо11&ив11 JЩJОрой-.
СJ1е,11;у.ющий: сначала к ве11111еаве:мой систем.«:: прыре11.1Лю.tе.я ys.п.t 

Ь, tl и f ха.ж,11;ый трека ~.t1Щ>жwt11и. Пото• х 91'8• .уз.uк в s 
иейзв:еuемой свстеке првЕре.ILUЮТС.В: уu.ы а, е и с E&<E.tLII трема 
стер&В.11J1и. Наконец, треп щавшвкиса стержва•в :nараки.-ы 

прикрепляется узе.11 !J. 
llо.жучевва.Я простейшu еаае:ка коает быть pat'l•Dllla спо

собом :веnосредствевноrо раз.воаевв.а . Пусть т, усв.11Ре, в11UUtae11oe 

в uкок либо стержне i задав~шки виешаи.ив си.111:ки • 'Те 1" 

Ре $' 2·~ 1 , соответствующие уев.па в sакеuющих стержвп. Обо

аиа чвк через ui , ие 1, ue ~· t!e 3 ~·еи1и.я, вызываемые в Уех :ае 

етерzв1х сила.ив е,11;вюща. при:rожевныии н:~1есто yдueВJWro 

Стер&в.я, .1;еlствите.11ьвое уси.аие JIOroporo равно Х. Точно ruzе
обозвачи:к через iii ' ve 1' ··vt , , t'e :1 в ui ' те i.• ~ше 21 l.Ve :J ycuu. 
в11аывае11ые в тех же стержнях си.12:м:и единица, приложенlПlхв 

вместо JАа.1еввы~ стержней с ,цейст11втедьяьrмв уси.1иями У я Z. 
Тогда ,1еi1стввте.1ьное уси.1ие в 1>aito11 .1ибо стержне i пре,1;сrа
вится так 

S -= T · + U · x -+-v. Y+w · z • i 1 1 i i 

Неизвестные Х, У и Z вай.1утся ив таких ур-ий 

те 1. + 'lle 1 х + 'l'e 1 у+ we 1 z = () 
Те 2 + U e ~ Х + 11е ~ У + We 2 Z = 0 
1~ s + ие 3 Х + ve 3 1' + ·tl'e :i Z = О 

Е~.1в бы опре.це.1вте.1ь зтвх ур·ий обрати.пс.а в ву.аь, то вто. 
Jкas&.10 бы вак ва rео11стрвческую из.11еввеJЮСТЬ сисrекы. 

Таким ооразок способ вамеяы стержней моаво с в1i1ro•ol. 
првмев11ть к расчету ilростравствеП'Яых свстеv, так ха& при 8'1011 
ааuча сво,1;ите.в s расчету систем прсетейmего типа. Б.ыrодво 

аоnаоватьса вк такае • при всс.же,1,овавип rео11етричеt.~sой вевs· 

•ев.1емост• еастем11. Вопрос решаете. при это11 JJутек соста11.1ен11.11 
опре,1,е.а1теJа срававте.111.•о вебо.п.шоrо чвс.1а ур·иА. 
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задачи. 

237) Определить усилия, вызывае_11ие ~ сmержкях о.таэдра 
Cfl.JJa.lltc Р, нattpas.:rexнъi.мu. по Otlt.иmtaлu liвадрата AfJ()D. Обращац 
s&AUUIJD c•ae•r в простейшую, а:tкевяа С1'ериевь ЕС .ж.иаr·ова.1"1> АО. 
Jlerso ••Аетt., что в .ж.ав1tок с.1учае уеи.1u Т; равяw ву.1n а 

Пр~ теперь в уэ.1ах Е и О Аве прамо противополоаане 
eи.nr, paaa:ue е..пвце и вапрамеияые от уuов. в&IАе• yeu11a ui в 

и е • llyeтt. етерова КВ&J.рата АВОЛ равна 4 mt и высота каа.-ой п 
врав11.1ыrых ПllJ*JfI.J. ABCJJE и ABCDF рuяа 3 mt. При жеlстиии по 
П1ПП1 ЕС сп ЦIППIЦ&, у вас по.1учатСJ1 в стеравах АЕ, AF в FO 
p&c'l'В&e111te>. раавое е.-ивице, и в стераuвх ВЕ, ED, DF и FB-;-i:a&Пe 
равное е;UJПЩе. Промзво.;t;я ра:u~ив в yuax ll и D, иdАе•, •то 

4 
1 сторовu: Р&.l])&Т& .ж.еlетвуют раствгмвающие усuия раввwе •:ili · 
· CaпalUl(ee. yCJt.ue "е в ,циаrонuи АС по.1у'lиrса puвw• 

4 2 v·,, 
и = - --· . ~ = "" - 2 76 
е 4,12 ' • 

С.1еж,оватеJ1ьво, .цействиТе.Jьвое уси.11ве в стераве ЕО буАет paue 

1"е р 
х = - -;;- = - 1°.75 • 

238) Pac'tumamь тасооо.11 .1а.wены стер.жней .1ве.jд'fаmьrй куt8().С 
(iiepm. 471). Jler10 вв.цеть, что зж.ееь •Ы upaxo..:•• к простеlшеl С8• 
сте•е одной R&lleвl)I. УАа.1яа o.'1.ity · 11з етороя верхвеrо поа~:а,, вавра· · 
•ер, сторону аЬ и вво.цн за•еliающвl _. стера;евr. се1, •ы nожучае• см
стему, образованную путем пос.1еАовате.1t.Яоrо пр11сое.1tияеии• ВСЯIЮl'О 
вовоrо уз.1а тре•к стерава••· Haчllllaelf с yu& е, приеоежавеввоrо & зеuе 
з стераu.вмк. Jr.a.ree узе.а а присоеnПек А•У•4 стерава•и & зек.1е • 
~тьнк стераве• к уа.ау е. По.1,обв»• ае образом uрксоеАввае• уз.аы 
d, с и, иакошщ. ,зе.1 Ь. ДаJJьяеtшаt расчет 6ужет заuючаты:а в опре
Ае.1еаив уеи.пй Ti 11 Tt вьrзывае•wх • nо.1учеввой простейшей сист~•е • 
ввешвв•и вагруз,аки, 11' в выч11с.1евп уси.пt и; :к иt, вызwвае•ых в 

той ае систехе с.1.1а11и е.живица, ярв.1ожевt11~UП1 в yuax а в Ь . 
23~} Наметить ход pacttema пространствгх?tОW rio"~muя, 

npeдcmaв.tUmfIOzQ в n.лане ш~ чертеже (472). llptt •••е11еввы:1. на 'lep
!'eae наnраuеваах сколъженяа цих11вАрR'lеС&U опор, uрвнрвый Ja&· •'1' ai Ь2 с2 il2 преАетав.1нет собой l'60JIМ'PJ1'1ee11• JJellЗJ8Вlle•yю c1-
e2'811J. К вепожвиавык опорвЫ11 точа• ai. Ьз, с" а d, вр11соедявец 
шарu_ры а1. Ь1 , с1 , d, верхвеrо квцрата.. 
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Если бы мt.i встави.1и стераевь a1d1, то первый •РУС рассхатри
:ваеиоrо ироетраиствеввоrо по~рвтия nредетави.1 бЫ собой ра~иотреввяi 
ВЬimе 'J'ИП звез.Jtqатоrо xynoJia, который при квадрапои осяовавии 
u.1sетси системой rеокетричесп измевлекой. В вашей сие.теме вхесто· 
стороны а 1d1 вставлена · диаrова.жь bd в верхнем основании второго 
яруса, образованного по типу хупо.11а Швед.аера. Чтобы обратить аа.
даниую систему в простейшую, .s.остаточно произвести .1ишь одну :щ
:мену, например, дваrова.в:ь bd sакенвть. опорным стержнем did3 • Опре
делив в nолучеяной: простейшей сис·rеме усихия Ti и те от внешних tИJli 
и усилия ui и, -·от сил ципица, при.Jюжевнwх в Ь и d, :мы бy;i:e)r 

иметь все ~еличивы, необходnве д.11и опредеJiения действител1>иых 
уеилuй. 

240) Дока:щть ~еометрическую неиз;~сеняемость покрытия Zimt11er
,щmп'a (черт. 473). Верхнее ко~ьцо системы представллет·собой првмо
уrольиик" а нижнее - восы1иу1·ольник. Вместо .11;иаrона.ли верхнего 
основании и riлти диагоналей нищнего освовапи.и, введено шесть до
поляителr.ных опорных стержней. Следовательно, по числу стержней 
система лвляетеи ста·rически определuой. Д.11.11 выяснени.а геометри
ческой веиsменлемости системы. воспоАьзуеисн способом Гещ1еберга. 
Выбросим все четыре стержня нерхнего кольца и.заменим их четырьмn 
дополнительными опорвыии стержнями, указанными пу1штиро111(черт.4 7 4). 
Таким образом приходим х пространственной еистеме простейшего 
типа, образованной следующим образом. Соачада в~аты у;jдЫ Ь1, d1, 
/ 1 и h1 нижнего кольца и хаждый ив них прикреплен к земде тремя 
опорными етержнлми. После этщо nрисоединепы остальные четыре 
узла нижнего кольца, каждый тремя стержпями и, наконец, узлы а, Ь, 
с, d верхвеrо кольца. 

При исследовании геометрической неизмеnнемости сиет~мы сnосо
бо:и Геннеберrа, нужно выяснить Прежде всего, какие усилил в за~ис
няющи:с опо})ных стержп.ях, укаsанвых на чер1·еже пунктироА'i:, буд,ут 
вызваны сzлами Р1 ••• Р4 , приложенными вместо удаленных стержней. 
Приравнивав эти усилия нулю, получим четыре ур-ил е четырыш не
известны.ми Р1 , ••• Р1 • Ее.ли определитель 3ТИХ ур-ий ne будет 
равняться ну.11ю, то 

При этом усилиа во всех стержнях обратлтсл в пуль. Нулевым 
яа1'рузхам будут соответствовать нулевые усилия, что укаже1· нам на 
rеометрич.ескую пеиsменнеиость системы. Определение усилий начнем 
с ysJa а, где сходнтса •rри стержнн 1, 2 ~ Я (черт. 474). Усилил, 
вызываемые в этJg:: стержнях силой Р1 , можно найти ю1и графически, 
путем разложения на соответствующие три ваправ.ченил, или анаJ1ити

ч:ески, способом проекций. Мы остановимся на втором способе. Пусть а 
обоsначае'l' угол, составлле:мый направлениями стержней 1 и 2 с вер
тиа:алью и J1 - угол между стержнями 2 и 3. Силу Р1 разлагаем сва
•ала Ш\ направление стержн.я 2 и верт икаАьвое напраuение (фиr. Ь, 
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черт. 475). Та1в• образок 1iочч•• ц.1 стера• 2 par.tarиnwiщee 
Р1 

уси.аие ~~!n~ в вертмка.11ьную си.1у 

Вt~ртвваJ1ЬН!Ю си.зу t.J, n свою очере.1.ъ, раз.1аrае• 11а ва11рав1евне 
стержн.н 1 и на горизовта.111.ное паорав.1ев•е (фмr. с). Поччае• в 
стержне 1 сжатие 

- __ о_ = - _ _Е1_ 
Cos а Siм 

и i' QPll:'IOПTaJil·B)'IO си.1у 

Haitooeц, си.1у S ра3.1аrаем на иаправ.1евие ~ и 3 (фиr. а ) . Соот· 
ветствующие усиАин по.1учат зва11епил 

р t " 1'1 
1 с .tN и - ~(\tii/ 

о~оnчате.1ъво ДJJ.11 уси.11й 1, 2 и 3 no.oiyчae• зиа.чеавн 

Р1 р t Q + / •, . Р1 
- Siнa' 1 с 91' s"ina' - S{iДJ • 

В стсржннх 4 и 5 (черт. 474) та ze t•JI& Р1 в1.~зовет уси.111а . 

llодобиым же образом 11оrут быть най.1.евы уси.1••, _ вызываемые R 
стерж11вх нерхвеrо .вруса си.1а11и Р2, Р1, Р,. 

Обратимся теперь к }'СИ.1ив• в воамещающих стержнлх. Уси.1ие 8, 
в опорво11 стераве l.Л 1 (черт. 4 74), мы вай.1.е•, проектируи па вапра
n.1еиве J.:lt1. усили.а s~ . 81 и S,; 11 стерасиих 4, 1 и 6. Та.ко обра~о• 
uо.1учае• 

S = St Cas~ Sin~+ 81 Sin'l.+ 86 Gos 45°. 

На осповавив пре"ы.1.ущеrо расскотреви.11 уси.1ий, вызываекнх си
.1амк Р1 , заключаем 

S4 = - _ 1~•- - _!!_1 __ . S1 = - -~1- . ~6 = -- S, Si'!._a __ 
Si 11.З Sin .3' Sinai • °"1 ,J5° 

{р ' + 1'1 + р , ) SW.s = - \ i ctg,i &12 2 ctg,i coli4/io. 

С.1едовате.1ьяо, 

S = - 2Р1 (1 + cty~ Sitia) - Р2 ctg~ Sina - Р~ ctg~ Sita2. 
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Подобяче же выражея11.11 мог-ут быть ~остав.1ены та:кае MJI vcшl 
в трех других возмещающ1х стеранвх. Прираввпнu эти уси.111.я" ву.lю, 
при~ек 1t J1ивейвым ур-ивк та1tого вв.а;а 

2Р1 (1 + ctg~ Sina.) + Р2 ctg~ Sinr.t + Р4 ctg~ Sina. = (). 
" .... " . . . . . . . " .. " .... 

. . . . . . . . . . " " . . . . . . . . . . . . 
ОТличие от ну.1я определите.1.а этих ур-ий укажет ваи на rео.11е

трическую невз•евяемость исс.щ!(уекой системы. 

§ 61. С1·атически неопредепимь1е проетранственвь1~ сиетеиы. 

Rогда пространственная система, вак.11ючающан в себе п ys.'loв" 
имеет больше нежели 3п стержней, то 'IVC.'IO ур·ий, котор11е вам: 
даст с11:стека для опрР.делеяв.я стержневых усилий, будет бохьmе 
чис.i~ неизвестных. Система. . вВJtнетсв статически неопре,)(е.11имоlt. 
Прв расqете 1·акой систсхы мы будем по.льзоватьс.я тем.и общими 
приемами, ~оторые бы.ли изложены в свлзи, с расчетами ПJIOC:ttиx 

~татвчески неопределимых систем:. 

Применяя к решению этих ва,)(ач способ Максвелл-Мора, 
мQ уетравяем спача.ла .~u.шн.ие брус1'и и опреде..!IНе:м усилил. 80; 

возникающие в ст1::ржвях оС1I0вЖJй системы под )(ействием: заАан

вых нагрузок. Далее .взучаек вJи.авие каждого из уды:евных .uш

вих брусков. Д.1л этого устра.н~ек внешние нагрузки и пооче
редно вместо каждого из лишн.и:t брусков· орихJiадываем по две 

прако противоположные си.11ы, равные единиц~" Пусть 81, 82 , ••• 

усuва в стержвп:..., соответствующие хаждо•у ив этих состо.яяий. 

Тогда, обозначал qерез Х, У, Z, . . . действительные усилия в 
.1ишнвх брусках, поJ.1учи:м: д.ilя действите.1ьноrо усилия S в каком 
.1ибо бруске системы такое общее выражеwие 

S = 80 + S1X + S2 Y + 88Z+- ..... (1) 

Если через r обозначать веJ1ичину, хара-перизующую раст.я
zвхость брусков, ·ro применяя на.чадо возможных перемещений nо
очере,11;во к каждому из напряженных состояний·, соответствующих 

усв.1и.а:м: 8н 82, 83, ••• и к действите.11ьным перемещевивк си
~темы, опр&Ае.1ле:иым усилиам (1), мы по.1учиж сис,те.му линейных 
ур-вl тааого вида 

"f.81 (80 +s1x+s2Y+s3Z+ . . )r+l .X.r., =0. (2. 

" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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tfиc;:ro, В'l'И•. w·иl бу.- рааuва1 •к.tу жвш11В: бpyCJWJЦ,• 

кы из них моае1t вайтв веавееnuе. Dllllle ~а Х, . .У,_ Z,. . " • 
llOCJie этого по • ф;.Jte (1) вdJJ"Cll'· JCJIПB~. •во всех прочих:· бр,.._ 
ux системы. 

Примевик вамечеввШli цес:ь . обlцаf; Х(Ц'( рас•ета . в., peшenlD 
тав:оrо простейшего · прпера ("repr• '7fl~; . Наlт1 усuия; . 11111111!

хающве в стержв.ях 1, 2, Si в: •' п~· •errue11 cи.111·P=· lt,t,-, 
при.110.аевкой в JSJle А. Дв. упрощевн'> расq:етов пре,1;по.1о&D1~ 
что все стержни н11еют щио а : ТО ' •е' uопере~е сечеяие-· и: ~ 

и ту же ~1ину, равную, ка. вцво.) в черrе•а, 5 mt. С1'ер81111'" 
1.и 3 располаrаек в · rор11sовтu.ьио1: шооости; а стераня 2.в - 4-
в вертяRа.льноll плоскости САЕ~ Ае.11аще1; попо.1а11 уrол· B:&Ik 
Сич Р распо10ЖИI . в верти&а.rьяой, п.1оокоета; пr.рал.1е.~rьяой BCD) 
под углом 45° к АЕ. Таи вак узел; _А: прихреWiев а. aeJUe ~
тырьмя стержн.ll)(И, то кы икееи . стати11ескв ~ иеопре,1е.11111Jю с.~ 

стему с одним .1ишви11: бруском. ЗВ. .tиmввй: прихек вeJШRS.IЬlllill~ 
стержень ЛЕ. Устраwrн ero и прпвикаа ВО · ВВ1111авве, чrо ева Р 
.1ежит в П.!ОСRОСТИ В.А а, сейчас же nyтeJL построевяв: ооотвеr-· 

ствующего треугоnвика сил найд.еж усилив ; Во. приве~еВ&llе ir 

виzеСJiедующей таб.жице. 

[ 
. " 

So81: i • ~i'·· м._ s •. fi1° J 8-

' 1 1 
5 tn 10 i 0,983 

1 
0,691' 

1 
-0,'IШ ta. 1 . . - ··- · -- tn: 

1 3J/ 12 
2 : 

5 1 ~ i 
1,967 2,78 +0.2'0 2 + ---· . ,+--·--· " 1 i • sv 2 i 8 

t 1 

8 о 1 10 
о 0,69& +о.т " ,_ - -· 

~ 1 

1 
12 

1 
\ 

4 о . \ -,-
1 

о 1 -(),\)70 
1 

! 
~ =2,~5 1 4,17 

' 

Да,1ее уетра.вяе.к внешнюю нагрузку и вкесто стерzна АЕ 
при.1ожиъ1 в А ваправ1еввую вертиsмъво вниз си.1у, равную 1 tn. 
Соответствующие усили.я 81 также весьма просто вахо.-в.тса. Они 
приведены в третьем стыбце та.блицы. 'У р-ие .ц.tя опр.еАе.,еии.а лиш

ней веиsвествой вапишетсл в данво:u: случае так 

~81 (So+S1X) r+ 1. Х. ,. =О, 
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~ S1 · So 
х = -- -·.-т.т+--1- . _. Ot 

По.Jьзу11с1, четвертым: и пятым сто.;бцам:п таб.uц, найдем 

2,95 
Х=- -- 5-17- =-0,570 tн . . 

1Iосле этого по ф-.1е (1) сейчас же находятсв усил11я S n() 
всех стержвлх системы. У свлил 3ТИ приведены: в последяек сто.11бце 

нашей таб.11ицы. 
В 1tачестве более цожной 3адачи, рассмотрю~ с.1учай, пред

ставлепный на чертеже ( 4 77). При двева,щати уалах аадаянан 
система имеет 39 стержней. За .1иmпие стержни примем диаго
вwш, распо.1ожевныс в горизовта.н,вых поnеречвах сечениах. 

Пусть Х, У и Z обозначают усидвJJ, возникающие в этих диaru
И&JIBX под деifствием силы Г равной 1 tll. Д.эв разыекапиз .1нш

ввх неиGвестных Х, У и Z прим~пи.м способ Максве.1а·- Мора. 
Пуст~-. 80-усшш-н, выsывае~1ые в сис·rеме силой Р прп о-rсутствпв 
JIИШНИ:- Gрус1юв~ и 81' 82, s~, уеилин, соответствующие фик.твв-

-вык сос.- ."~янияк, представзенпым па чертеже 4 78. Тогда ур-ва 
,tlЯ опред.:.1епив .ilИШВИХ веизв~СТНБl:Х ВВПIППJТСЯ так: 

~ S 1 (S 0 + S1Х+82У+S3Z) r + 1 . Xr" = О 
~82 (S0 -t-S1X+82 Y+83Z) r+l. Yry=O .. (3) 
~ 8:1 (80 + 81 Х + 8 2 У+ SaZ) r + 1 • Zr, = О 

Предпо.tаrая дл упрощения, что каждая из граней призмы 
раз.-е.111етс.11 распорками ва квадраты, :м.w: .1еrко вайд;е:.: путем не

поере,1;ствеввоrо р&ЗАОЖеНИЯ J'СИ.ШВ ,)'0, 8 1, 8 2 В Ss, приве.1,ев· 
ue в сто.1.6цах вижес..щ~ующей табдицы. Допустив, что рз:стнаи
хостъ всех брусков систем:ы одивакш~а, . :мы по.ччям ур-ия (3) в 
та.1t011 ви.r.е 

88 Х+47 У+ 15 Z=-22 V2 
•1 х+з2 У+ 11 Z=-12 v2 
15 х + 11 J' + s z = - 4 у 2 

Отк:r..- вахожп 

х = -o,2s21 J!2; 1· = -o,021s 112; 
Z= -0,034:1 У2. 
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Прнаrал. к верхни• JU&ll свсте•ы уевJшл, соответетву~ощие 
.Пшвtl· вевавес1воl Х, пшr~и•: у уз.rов верхвеrо хвоrоуrо.•ь
вuа С8Пr,, уаааявне на qepYeae (79 (фиr. а). Это рtеоре.-е
•еиве ев:~: првбПtsвте.u.во е96Твеtе.rаует юму, sоторое пожуча.етсв 

при с.юаево св•, · уаааавиых. ва фвrур&х (Ь) в (с). 

С.1щовате.п.во, б.1aro,u.pa вuачвоста .1впrпх брусков св.1а 
Р = 1 t..' " прuоаеввая в п:.Iоскости пере,1.иеl rр,ави системы:, рас
преже~пса:: поровну ва две пара.ие.111П1е l'p&B• в .пр.: этоа жоба-

1'1 
витса еще еарупвавие CBC1Ull. парой cu М = т · Этоху кру· 
чеввю бу,1.ут еоответстаоваu. уа.па, y11nв1Re яа фиrуре О 
{"ерт. 479). 
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По.1у_ч_енвое здесь распреАе.11ение ус11.uй в 60.1ьшоi\ степени 
зависит от ·окесткоств .оmвих брусков. Еии .1;опуетитъ, '!ТО Аишвие 
дваrова.1и _;1er&o раст.а::1ЕJU1ы, то тоr.-а, очеви.~;ко, вliша система 

по ус.1овиnк работы бу.~;ет б.11взка к спсте:ме, ие в•еющей лишних 
брусков в cua Р буJt;ет пере.цаватьсв, I'.!а.ввык образом, ва пе
ре.цнюю ~апъ. Допустим, апример,_ что раст1жююсть .лишних 
брусков в АеС&ТЬ раз бо.1ъmе раст.а:ж~1моств веобход1111ых брусков. 

Тоrц 

·r:x = r11 = '1z ____:__ 1 О ,. 

и ур·ив (3) :.uо~:учат тахоl ви.~; 

,отв:р;а 

'ti Х+41 Y+I5Z= - 22V2 
_.,, х + 41 у + 11 z ::;=: - 12 -v2 
HiX+11Y+l7Z=- 4V2, 

х = -0,190 y'i; у= -0,0687 у'~ :; z = -0,0233111~ 

Ее.1в взять еще меньшую жесткость _дла жишвих брусzов J1 
_ П().;iJОЖИТЬ 

'Гz = r11=•·z=100 r • 

то мы бу.tек икетъ . та1tве ур-ва 

187Х+ 47У+ 1oZ=-22V2-
-i7Х+1311'+ 11 Z= ..-12 у'2-
15 х + 11 у+ 107 z = - 4 -v2 · 

От&JА& наl.-ех 

X=-0,10Sy'2; У=-0,0532у2- ; Z=-0,0175Y2 · 

3.tt!Cь, б.1&rоАарв бо.1ьшоl расrааи11оств .1вшвих .l,8&roвueйj 
еи.•а Р перщаетсв, r.a&BllilJI обраsо11, пepe,uel rрави свете1111. 
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